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RESUMEN
Este artículo se ocupa del estudio de las soluciones de un sistema termoelástico lineal. Se 
demostró que el problema de valor inicial está bien ubicado en los espacios de Sobolev 
periódicos )0, 2 0( ) ( , 2 0,2) (s s s

p p pH H Hπ π π× × , para todo s ∈  R, en el sentido que 
establecemos teoremas de existencia y unicidad globales para este sistema. Además, la 
solución tiene una expansión con coeficientes de Fourier que decaen exponencialmente.
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ABSTRACT
This article is concerned with the study of the solutions of a linear thermoelastic system. 
It is shown that the initial value problem is well-posed in periodic Sobolev spaces  

)0, 2 0( ) ( , 2 0,2) (s s s
p p pH H Hπ π π× ×

 , for all s ∈  R, in the sense that we establish global 
existence and uniqueness theorems for this system. Moreover, the solution has an expansion 
with exponentially decaying Fourier coefficients.
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INTRODUCCIÓN

Como es bien sabido, un sistema termoelástico

describe el comportamiento de cuerpos

elásticos y térmicos, en medios conductores

de calor. En la teoría clásica, un sistema de

elasticidad hiperbólica se acopla con el modelo

clásico de conducción de calor, el cual está

dado por la ley de Fourier, ver [1]: la tasa de

tiempo de transferencia de calor a través de un

material es proporcional al gradiente negativo

en la temperatura.

Este estudio dio lugar a un sistema acoplado

que, para un mejor entendimiento, primero nos

tenemos que referir a la parte teórica de la

elasticidad y comprender las ecuaciones que

se derivan de ellas y, segundo, comprender el

modelo parabólico en la teoría del calor.

Con respecto al estudio de estos sistemas, en

[3], Dafermos estudia las ecuaciones lineales

de termoelasticidad en n dimensiones, donde

se muestra que las soluciones definen un

semigrupo de contracciones en un espacio

de Hilbert adecuado. Además, bajo algunas

hipótesis de regularidad en los datos iniciales,

se demuestra que estas soluciones decaen para

cero, cuando el tiempo es suficientemente

grande. Por otra parte, si se agrega un

mecanismo de amortiguación en la ecuación,

se tiene un decaimiento exponencial de las

soluciones para estos sistemas, ver [8].
Aquí, se considera una variante del sistema
de termoelasticidad no lineal unidimensional
sujetas a condiciones de contorno de Dirichlet
tanto para la diferencia de temperatura como
para el desplazamiento, propuesto por R.

Racke, Y. Shibata y S. Zheng en [11],



utt − a(ux, θ)uxx + b(ux, θ)θx = f,

c(ux, θ)θt + b(ux, θ)uxt − d(θ, θx)θxx = g.
(1)

En (1), si se tiene condiciones de frontera

de tipo Neumann-Dirichlet (ux = v =

0, en [0,∞]) o condiciones de frontera

Dirichlet-Neumann (u = vx = 0, en [0,∞]),

en [12], Slemrod demostró la existencia global

y la estabilidad asintótica de las soluciones.
Por otro lado, si las condiciones de frontera en
(1) son de tipo Dirichlet-Dirichlet

u(t, 0) = u(t, l) = θ(t, 0) = θ(t, l) = 0, (2)

en [0,∞], Racke y Shibata demostraron en

[10] la existencia global de soluciones pequeñas,

suficientemente regulares y, además, cuando

t → ∞, obtienen tasas de decaimiento

polinomial, que dependen de la regularidad de

los datos iniciales.
Con respecto al problema lineal asociado (1),
es decir,




utt − uxx + αθx = 0,

θt + βuxt − θxx = 0,
(3)

donde α, β ∈ R, con αβ > 0, Muñoz Rivera

demostró en [6] el decaimiento exponencial

de soluciones al problema de valor inicial con

frontera de tipo (2), utilizando el método de la

energía.
En este trabajo, nuestro propósito es investigar
estas cuestiones considerando al sistema
termoelástico en un dominio periódico, cuando
los términos no lineales en (1) son constantes.
Más precisamente, consideramos el modelo




utt − uxx + γθx = f, t > 0, x ∈ (0, 2π)

θt + γuxt − βθxx = g, t > 0, x ∈ (0, 2π),
(4)
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donde γ, β ∈ R, con condiciones de contorno
periódicas



∂r
xu(t, 0) = ∂r

xu(t, 2π), t > 0, 0 ≤ r ≤ 1

∂q
xθ(t, 0) = ∂q

xθ(t, 2π), t > 0, 0 ≤ q ≤ 1,
(5)

donde r, q ∈ N, y condición inicial



u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, 2π),

ut(0, x) = u1(x), x ∈ (0, 2π),

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ (0, 2π).

(6)

Nuestro objetivo principal es mostrar que, bajo

algunas condiciones impuestas a los parámetros

γ y β, el sistema (4)-(6) posee una única

solución que depende continuamente de los

datos iniciales.

La parte restante de este trabajo está

organizada de la siguiente manera: en la sección

2, introducimos algunas notaciones y damos

resultados preliminares que se utilizarán a lo

largo del trabajo. En la sección 3 establecemos

la buena colocación del sistema lineal donde,

inicialmente, estudiamos el sistema homogéneo

y, como consecuencia directa de la Teoría de

Semigrupos, presentamos un resultado para el

sistema no homogéneo (4)-(6). Finalmente, se

darán las conclusiones respectivas y algunos

problemas en abierto.

Preliminares

Primero introducimos algunas notaciones. Para
cada v ∈ L2(0, 2π) y k ∈ Z, denotamos por v̂k

el k−coeficiente de Fourier de v,

v̂k =
1

2π

∫ 2π

0

v(x)e−ikx dx,

y, para cada m ∈ N, definimos el espacio

Hm
p (0, 2π)

=


v =

∑
k∈Z

v̂ke
ikx ∈ L2(0, 2π)

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Z

|v̂k|2(1 + k2)m < ∞




el producto interior

(v, w)m =
∑
k∈Z

v̂kŵk(1 + k2)m. (7)

La norma correspondiente a (7) es denotada
por || ||m. Se puede ver que

Hm
p (0, 2π)

=

{
v ∈ Hm(0, 2π)

∣∣∣∣
∂rv

∂xr
(0) =

∂rv

∂xr
(2π), 0 ≤ r ≤ m− 1

}
,

donde Hm(0, 2π) representa el espacio clásico
de Sobolev de exponente m en (0, 2π). Podemos
extender la definición Hm

p (0, 2π) al caso
m = s ≥ 0, un número real no negativo,
estableciendo

Hs
p(0, 2π)

=


v =

∑
k∈Z

v̂ke
ikx ∈ Hs(0, 2π)

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Z

|v̂k|2(1 + k2)s < ∞


 .

(8)

Para cada número real no negativo s,
Hs

p(0, 2π) también puede verse como un espacio
de Hilbert con respecto al producto interior
definido por (7)) con m sustituido por s. En
particular, para cada v ∈ Hs

p(0, 2π),

‖v‖s =

(∑
k∈Z

|v̂k|2(1 + k2)s
) 1

2

.

Tal y como se indica en [5], para s < 0

definimos el espacio Hs
p(0, 2π) como el dual

topológico de H−s
p (0, 2π):

Hs
p(0, 2π) =

(
H−s

p (0, 2π)
)′
.

El teorema de la representación de Riesz
garantiza que cualquier v ∈ H0

p (0, 2π) =

L2(0, 2π) se puede identificar con un elemento
wv ∈

(
H0

p (0, 2π)
)′ tal que

wv(z) =

∫ 2π

0

z(x)v(x) dx
(
z ∈ H0

p(0, 2π)
)
.

Tradicionalmente, la misma notación se utiliza

para v y wv (los espacios
(
H0

p (0, 2π)
)′ y

H0
p (0, 2π) son identificados).

Dado s < 0, cada elemento w ∈ Hs
p(0, 2π)

puede expandirse de forma única de la siguiente
manera

w =
∑
k∈Z

ŵke
ikx, (9)
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donde ŵk = 1
2πw

(
e−ikx

)
para cada k ∈ Z.

El ligero abuso de notación en (9) (el elemento

w del lado izquierdo no es una función de x y

la función exponencial eikx en la derecha es en

realidad el representante de esta función L2 en

el espacio dual) se compensa con el hecho de

que la expansión (9) se parece exactamente a

la correspondiente a un elemento en un espacio

Hs con exponente positivo s. Por otro lado,

el siguiente mapeo es un producto de dualidad

entre Hs
p(0, 2π) y H−s

p (0, 2π), para cada s ≥ 0,

〈v, w〉s =
∑
k∈Z

v̂kŵ−k, (10)

donde v ∈ Hs
p(0, 2π), w ∈ H−s

p (0, 2π).

Consecuentemente, si s < 0, el espacio

Hs
p(0, 2π) puede definirse también por (8)

y puede verse como un espacio de Hilbert

con respecto al producto interior (7) con m

sustituido por s.

Por otro lado, sea el polinomio de grado 3 dado

por f(z) = z3 + bz2 + cz+ d, donde b, c, d ∈ R.

Consideremos

p = c− b2

3
, q = d− bc

3
+

2b3

27
, (11)

y

� = b2c2 − 4c3 − 4b3d+ 18bcd− 27d2

= −4p3 − 27q2, (12)

el discriminante del polinomio f .

Los siguientes resultados, cuyas demostraciones

se encuentran en [4], serán necesarios para

nuestro estudio.

Teorema 1. Sea � el discriminante de f(z) =

z3 + bz2 + cz + d, dado por (12).

i) Si � > 0, entonces f tiene tres raíces

reales simples.

ii) Si � < 0, entonces f tiene una

raíz real simple, y dos raíces complejas

conjugadas.

iii) Si � = 0, entonces f tiene una raíz real

doble y otra simple, o una raíz real triple.

Teorema 2. Si el polimonio cúbico con

coeficientes reales f(z) = z3 + bz2 + cz + d tiene

discriminante � < 0, entonces f posee una raíz

real y dos complejas conjugadas dadas como:

i) Si p < 0 y q/2 < −|p/3|3/2, entonces las
raíces están dadas por

− b

3
+ 2

√
−p

3
cosh

(
1

3
arccosh

(
−q/2

(−p/3)3/2

))

(13)

y

− b

3
−

√
−p

3

[
cosh

(
1

3
arccosh

(
−q/2

(−p/3)3/2

))

±
√
3i senh

(
1

3
arccosh

(
−q/2

(−p/3)3/2

))]
.

(14)

ii) Si p < 0 y q/2 > |p/3|3/2, entonces las
raíces son

− b

3
− 2

√
−p

3
cosh

(
1

3
arccosh

(
q/2

(−p/3)3/2

))

(15)

y

− b

3
+

√
−p

3

[
cosh

(
1

3
arccosh

(
q/2

(−p/3)3/2

))

±
√
3i senh

(
1

3
arccosh

(
q/2

(−p/3)3/2

))]
.

(16)

El sistema lineal. Buena

colocación

El sistema homogéneo

El objetivo de esta sección es estudiar las

principales propiedades del modelo linealizado.
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Más precisamente, consideramos el sistema

termoelástico (4)-(6), donde f = g = 0.

A lo largo de este trabajo, supondremos que
los parámetros γ, β del sistema verifican las
siguientes condiciones de signo:




|γ| <
√√

108− 10,

β >
√

3(γ2 + 1).

(17)

En primer lugar, observemos que el sistema
(4)-(6) puede escribirse en la siguiente forma
vectorial







u

v

θ




t

(t) = A




u

v

θ


 (t),




u

v

θ


 (0) =




u0

u1

θ0


 ,

(18)

donde v = ut y A es el operador lineal no
limitado definido por

A =




0 I 0

∂2
x 0 −γ∂x

0 −γ∂x β∂2
x


 . (19)

Supongamos que los datos iniciales en (6) están
dados por




u0

u1

θ0


 =

∑
k∈Z




û0
k

û1
k

θ̂0k


 eikx.

Al menos formalmente, la solución de (4)-(6)
puede escribirse como




u

v

θ


 (t, x) =

∑
k∈Z




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx,

donde




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 satisface




(ûk)t(t) = v̂k(t),

(v̂k)t(t) = −k2ûk(t)− iγkθ̂k(t),

(θ̂k)t(t) = −iγkv̂k(t)− βk2θ̂k(t),

ûk(0) = û0
k, v̂k(0) = û1

k, θ̂k(0) = θ̂0k,

(20)

para cada t ∈ (0, T ).

Sean b = b(k), c = c(k) y d = d(k) definidos

por

b = βk2, c = (γ2 + 1)k2, d = βk4. (21)

Consideremos p = p(k), q = q(k) y � = �(k)

dados por (11) y (12), respectivamente, con

b, c, d satisfaciendo (21).

Se tiene el siguiente resultado.

Lema 1. Para cada k ∈ Z∗, sean

λ1,k = − b

3
− 2

√
−p

3
cosh

(
1

3
arccosh

(
q/2

(−p/3)3/2

))
,

(22)

λ±
2,k = − b

3
+

√
−p

3

[
cosh

(
1

3
arccosh

(
q/2

(−p/3)3/2

))

±
√
3i senh

(
1

3
arccosh

(
q/2

(−p/3)3/2

))]
,

(23)

donde b, c, d y p, q son dados por (21) y (11)
respectivamente. Consideremos el siguiente
operador diferencial lineal

L ≡ D3 + bD2 + cD + d.

Entonces, la solución z(t) = zk(t) de


Lz(t) = 0,

z(0) = z′(0) = 0; z′′(0) = 1,

(24)

es dada por

zk(t) = C1
ke

λ1,kt + C2,+
k e

λ+
2,k

t
+ C2,−

k e
λ−
2,k

t
, (25)
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donde C1
k , C

2,+
k y C2,−

k satisfacen



C1
k =

(
(λ+

2,k − λ1,k)(λ
−
2,k − λ1,k)

)−1

,

C2,+
k = −

(
(λ+

2,k − λ1,k)(λ
−
2,k − λ+

2,k)
)−1

,

C2,−
k =

(
(λ−

2,k − λ1,k)(λ
−
2,k − λ+

2,k)
)−1

,

(26)

con k ∈ Z∗.

Demostración. El polinomio característico

asociado a la ecuación z′′′ + bz′′ + cz′ + d = 0

es definido por

f(λ) = λ3 + bλ2 + cλ+ d.

De (12) y (17), obtenemos

�(k)

= β2k8 [(γ2 + 10)2 − 108
]
− 4k6(γ2 + 1)3 − 4β4k10

< 0.

Entonces, por el Teorema 1, f(λ) = 0 tiene

una raíz real simple y dos raíces complejas

conjugadas.

Observe que, de (11) y (17), se tiene

p(k) = (γ2 + 1)2k2 − β2k4

3
< k2

[
(γ2 + 1)− β2

3

]
< 0,

y

q(k)

2
= O(k6) +O(k4);

(
−p(k)

3

)3/2

= O(k6).

Luego, del Teorema 2, la raíz real λ1,k y las

dos raíces complejas conjugadas λ±
2,k de f están

dadas por (22) y (23), en los respectivos casos.

Consecuentemente, la solución general de (24)
verifica

zk(t) = C1eλ1,kt + C2,+e
λ+
2,k

t
+ C2,−e

λ−
2,k

t
.

Además, de la condición inicial, deducimos que



0 = zk(0) = C1 + C2,+ + C2,−,

0 = z′k(0) = λ1,kC
1 + λ+

2,kC
2,+ + λ−

2,kC
2,−,

1 = z′′k (0) = (λ1,k)
2C1 + (λ+

2,k)
2C2,+ + (λ−

2,k)
2C2,−.

Por lo tanto, dado que

�2(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

λ1,k λ+
2,k λ−

2,k

(λ1,k)
2 (λ+

2,k)
2 (λ−

2,k)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ+
2,k − λ1,k)(λ

−
2,k − λ1,k)(λ

−
2,k − λ+

2,k) �= 0,

�C1(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1

0 λ+
2,k λ−

2,k

1 (λ+
2,k)

2 (λ−
2,k)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ−
2,k − λ+

2,k) �= 0,

�C2,+(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1

λ1,k 0 λ−
2,k

(λ1,k)
2 1 (λ−

2,k)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −(λ−
2,k − λ1,k) �= 0,

y

�C2,−(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0

λ1,k λ+
2,k 0

(λ1,k)
2 (λ+

2,k)
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ+
2,k − λ1,k) �= 0,

la solución de (24) viene dada por (25), donde

C1
k , C2,+

k y C2,−
k satisfacen (26).

Lema 2. La solución




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 de (20) es

dada por




ûk(t) = û0
kq

0
k(t) + û1

kq
1
k(t)

−
(
k2û0

k + iγkθ̂0k

)
q2k(t),

v̂k(t) = û1
kq

0
k(t)

−
(
k2û0

k + iγkθ̂0k

)
q1k(t)

+
(
iγβk3θ̂0k − k2(γ2 + 1)û1

k

)
q2k(t),

θ̂k(t) = θ̂0kq
0
k(t)−

(
iγkû1

k + βk2θ̂0k

)
q1k(t)

+
(
iγk3û0

k + iγβk3û1
k

)
q2k(t)

+
(
k2(β2k2 − γ2)θ̂0k

)
q2k(t),

(27)
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donde los coeficientes
(
q0k(t), q

1
k(t), q

2
k(t)

)

verifican




q0k(t) = k2(γ2 + 1)zk(t) + βk2z′k(t) + z′′k (t),

q1k(t) = βk2zk(t) + z′k(t),

q2k(t) = zk(t),

(28)

y zk(t) satisface (25).

Demostración. El sistema (20) es equivalente a






ûk

v̂k

θ̂k




t

(t) = A(k)




ûk

v̂k

θ̂k


 (t),




ûk

v̂k

θ̂k


 (0) =




û0
k

û1
k

θ̂0k


 ,

donde

A(k) =




0 1 0

−k2 0 −iγk

0 −iγk −βk2


 .

Luego, la solución de (20) es dada por



ûk

v̂k

θ̂k


 (t) = etA(k)




û0
k

û1
k

θ̂0k


 . (29)

Definimos las matrices Z(t) y C(k) como

Z(t) =




zk(t)

z′k(t)

z′′k (t)


 ,

y

C(k) =




k2(γ2 + 1) βk2 1

βk2 1 0

1 0 0


 ,

respectivamente.

Por otro lado, sea Qk(t) = (q0k(t), q
1
k(t), q

2
k(t))

T

tal que

Qk(t) = C(k)Z(t)

=




k2(γ2 + 1)zk(t) + βk2z′k(t) + z′′k (t)

βk2zk(t) + z′k(t)

zk(t)




.

Por lo tanto, del Algoritmo de Putzer (ver [9]),
se deduce que

etA(k) =

2∑
j=0

qjk(t) (A(k))j

=
(

A1(k) A2(k) A3(k)
)
. (30)

donde

A1(k) =




q0k(t)− k2q2k(t)

−k2q1k(t)

iγk3q2k(t)




,

A2(k) =




q1k(t)

q0k(t)− k2(γ2 + 1)q2k(t)

−iγkq1k(t) + iβγk3q2k(t)




,

y

A3(k) =




−iγkq2k(t)

−iγkq1k(t) + iβγk3q2k(t)

q0k(t)− βk2q1k(t) + k2(β2k2 − γ2)q2k(t)




.

Así, de (29) y (30) se tiene que la solución de

(20) es determinada por (27).

Observación 1. En primer lugar, siendo

ζ(k) =
(q(k)/2)

(−p(k)/3)3/2
> 1, observamos que

arccosh ζ(k) = ln
(
ζ(k) +

√
(ζ(k))2 − 1

)

y como ĺım
k→∞

ζ(k) = 1, se cumple lo siguiente:
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ĺım
k→∞

cosh

(
1

3
arccosh ζ(k)

)
= 1.

ĺım
k→∞

senh

(
1

3
arccosh ζ(k)

)
= 0.

Analicemos más detenidamente los valores

propios λ1,k y λ±
2,k dados por (22) y (23)

respectivamente. En la secuencia, l, M y C

denotan una constante positiva genérica que

puede cambiar de una línea a otra.

Tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1. Existen constantes positivas

l > 0 y M > 0, tales que

λ1,k ≤ −lk2, (31)

y

�(λ±
2,k) ≤ −M, (32)

donde �(z) denota la parte real de z ∈ C.

Demostración. De la relación (11), se tiene que√
−p(k)

3
∼ βk2

3
. Por lo tanto, de la identidad

(22), se deduce que

λ1,k ∼ −βk2

3
− 2βk2

3
cosh

(
1

3
arccoshζ(k)

)

≤ −βk2

3
≤ −lk2.

De manera similar, de (23) y la Observación 1,
obtenemos

�(λ±
2,k) ∼ − b

3
+

√
−p(k)

3
= − b

3

(
1−

√
1− 3c

b2

)

=
− c

b

1 +

√
1− 3c

b2

< − c

2b
= −M,

con M =
(γ2 + 1)

2β
> 0.

Los siguientes pasos están dedicados a analizar

cuidadosamente los coeficientes dados por (26).

Tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2. Sean C1
k, C2,+

k y C2,−
k dados

por (26). Entonces,

|C1
k | ≤ O(k−4), (33)

y

|C2,+
k + C2,−

k | ≤ O(k−4). (34)

Demostración. En efecto, de la Observación 1,
existe una constante M > 0, tal que




∣∣∣∣cosh
(
1

3
arccoshζ(k)

)∣∣∣∣
−1

≤ M,

∣∣∣∣
(
sinh

(
1

3
arccoshζ(k)

))∣∣∣∣ ≤ M.

(35)

Siendo

λ+
2,k − λ1,k =

√
−p(k)

3

[
3 cosh

(
1

3
arccoshζ(k)

)

+
√
3i senh

(
1

3
arccoshζ(k)

)]
,

de (26) y (35), obtenemos

|C1
k | = |λ+

2,k − λ1,k|−2

=

(
−p(k)

3

[
9

∣∣∣∣cosh
(
1

3
arccoshζ(k)

)∣∣∣∣
2

+ 3

∣∣∣∣senh
(
1

3
arccoshζ(k)

)∣∣∣∣
2
])−1

≤

(
−p(k)

3
9

∣∣∣∣cosh
(
1

3
arccoshζ(k)

)∣∣∣∣
2
)−1

∼ β−1k−4

(∣∣∣∣cosh
(
1

3
arccoshζ(k)

)∣∣∣∣
2
)−1

≤ Mk−4 = O(k−4).

Por otro lado, de (26), deducimos que

C2,+
k + C2,−

k = −C1
k .

De la identidad anterior y la estimativa (33),

resulta (34).

Observación 2. De hecho, se puede decir
mucho más sobre los valores propios λ1,k y λ±

2,k.
De (22), (23) y la Observación 1, existe una
constante positiva C, tal que

|λ1,k|, |λ±
2,k| ≤ Ck2. (36)
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Además, de (22), (23) y como consecuencia
directa de la Proposición 1, se tienen las
siguientes estimativas:

λ1,k ≤ �(λ±
2,k) ≤ −M,

1

|�(λ±
2,k)|

≤ M, (37)

para alguna constante positiva M .

Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3. Para cada t ≥ 0, k ∈ Z∗,

existe una constante positiva M > 0, tal que

la solución zk(t) de (24) verifica las siguientes

desigualdades:




|zk(t)| ≤ O(k−4)et�(λ±
2,k),

|z′k(t)| ≤ O(k−2)et�(λ±
2,k),

|z′′k (t)| ≤ Met�(λ±
2,k).

(38)

Demostración. De (25), deducimos que

zk(t) = C1
ke

λ1,kt +
(
C2,+

k + C2,−
k

)
e
λ+
2,k

t

− C2,−
k

(
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t
)
. (39)

Afirmamos que existe una constante positiva
M > 0, tal que

∣∣∣C2,−
k

(
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t
)∣∣∣ ≤ M

k2
e
t�(λ±

2,k
)
. (40)

Supongamos que se ha demostrado la
afirmación. Entonces, a partir de la Proposición
2, combinando (37), (39) y (40), obtenemos

|zk(t)|

≤
∣∣∣C1

ke
λ1,kt

∣∣∣+
∣∣∣(C2,+

k + C2,−
k

)
e
λ+
2,k

t
∣∣∣

+
∣∣∣C2,−

k

(
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t
)∣∣∣

≤ O(k−4)eλ1,kt +O(k−4)
∣∣∣eλ+

2,k
t
∣∣∣

+O(k−2)e
t�(λ±

2,k
)

≤ O(k−4)e
t�(λ±

2,k
)
+O(k−2)e

t�(λ±
2,k

)

≤ O(k−2)e
t�(λ±

2,k
)
,

lo que implica la primera desigualdad de (38).

Ahora, vamos a probar la afirmación (40).
Puesto que ĺımk→∞

(
λ+
2,k − λ−

2,k

)
= 0, existe una

constante positiva M , tal que

|e
(
λ+
2,k

−λ−
2,k

)
t − 1| ≤ M |λ+

2,k − λ−
2,k|t. (41)

Luego, de (41) se tiene que
∣∣∣∣∣
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t

|λ+
2,k − λ−

2,k|

∣∣∣∣∣ ≤ Mte
t�(λ±

2,k
)
, (42)

donde M es una constante positiva. De la regla
de L’Hôpital, resulta

∣∣∣tet�(λ±
2,k

)
∣∣∣ ∼ e

t�(λ±
2,k

)

|�(λ±
2,k)|

.

Así, de (42) y (37), obtenemos
∣∣∣∣∣
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t

|λ+
2,k − λ−

2,k|

∣∣∣∣∣ ≤ M
e
t�(λ±

2,k
)

|�(λ±
2,k)|

≤ Me
t�(λ±

2,k
)
. (43)

Por lo tanto, de (33) y (43), se tiene la siguiente
estimativa:

∣∣∣C2,−
k

(
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t
)∣∣∣ = ∣∣C1

k

∣∣1/2
∣∣∣∣∣
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t

|λ+
2,k − λ−

2,k|

∣∣∣∣∣

≤ M

k2
e
t�(λ±

2,k
)
,

para alguna constante M > 0.
Por otro lado, para la segunda desigualdad de
(38), observamos que

z′k(t) =C1
kλ1,ke

λ1,kt +
(
C2,+

k + C2,−
k

)
λ+
2,ke

λ+
2,k

t

− λ−
2,kC

2,−
k

(
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t
)

− C2,−
k

(
λ+
2,k − λ−

2,k

)
e
λ+
2,k

t
. (44)

Entonces,
∣∣z′k(t)

∣∣ ≤ ∣∣C1
k

∣∣ |λ1,k| eλ1,kt

+
∣∣C2,+

k + C2,−
k

∣∣ ∣∣λ+
2,k

∣∣ ∣∣∣eλ+
2,k

t
∣∣∣

+
∣∣λ−

2,k

∣∣ ∣∣∣C2,−
k

(
e
λ+
2,k

t − e
λ−
2,k

t
)∣∣∣

+
∣∣λ−

2,k − λ1,k

∣∣−1
∣∣∣eλ+

2,k
t
∣∣∣ .

De la última estimativa, combinando la
Proposición 2, con (37), (39) y (40), obtenemos
∣∣z′k(t)

∣∣ ≤ O(k−4)O(k2)eλ1,kt +O(k−4)O(k2)e
t�(λ±

2,k
)

+O(k2)O(k−2)e
t�(λ±

2,k
)
+

∣∣C1
k

∣∣1/2 et�(λ±
2,k

)

≤
(
M +O(k−2)

)
e
t�(λ±

2,k
)
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Finalmente, siendo

z′′k (t) = C1
k (λ1,k)

2 eλ1,kt

+
(
C2,+

k + C2,−
k

) (
λ+
2,k

)2
e
λ+
2,k

t

+
(
λ−
2,k

)2
C2,−

k

(
e
λ−
2,k

t − e
λ+
2,k

t
)

+
2�(λ±

2,k)

λ−
2,k − λ1,k

e
λ+
2,k

t
,

de todo lo anterior, se deduce que
∣∣z′′k (t)

∣∣ ≤ O(k−4)O(k4)eλ1,kt

+O(k−4)O(k4)e
t�(λ±

2,k
)

+O(k−4)O(k2)e
t�(λ±

2,k
)

+O(k2)O(k−2)e
t�(λ±

2,k
)

≤
(
M +O(k−2)

)
e
t�(λ±

2,k
)
.

Resultados principales

A continuación, enunciaremos los teoremas

principales del presente trabajo.

Se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 4. Para cada t ≥ 0, k ∈ Z existe
una constante positiva M > 0, tal que la

solución




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 de (20) verifica la siguiente

estimativa,

|ûk(t)|2 + |v̂k(t)|2 + |θ̂k(t)|2

≤ M
(
|û0

k|2 + |û1
k|2 + |θ̂0k|2

)
e
2t�(λ±

2,k
)
. (45)

Demostración. De (27), (28) y la estimativa
(38), obtenemos

|ûk(t)|

=
∣∣∣û0

kq
0
k(t) + û1

kq
1
k(t)−

(
k2û0

k + iγkθ̂0k

)
q2k(t)

∣∣∣

≤ |û0
k||q0k(t)|+ |û1

k||q1k(t)|

+
(
k2|û0

k|+ |γ||k||θ̂0k|
)
|q2k(t)|

≤ |û0
k|
(
k2(γ2 + 1)|zk(t)|+ βk2|z′k(t)|+ |z′′k (t)|

)

+ |û1
k|
(
βk2|zk(t)|+ |z′k(t)|

)

+
(
k2|û0

k|+ |γ||k||θ̂0k|
)
|zk(t)|

≤ M
(
|û0

k|+ |û1
k|+ |θ̂0k|

)
e
t�(λ±

2,k
)
.

Luego,

|ûk(t)|2 ≤ M
(
|û0

k|2 + |û1
k|2 + |θ̂0k|2

)
e
2t�(λ±

2,k
)
. (46)

Análogamente, de (27), (28) y (38), se tiene que

|v̂k(t)|2 ≤ M
(
|û0

k|2 + |û1
k|2 + |θ̂0k|2

)
e
2t�(λ±

2,k
)
, (47)

y

|θ̂k|2 ≤ M
(
|û0

k|+ |û1
k|+ |θ̂0k|

)
e
2t�(λ±

2,k
)
, (48)

con t ≥ 0, k ∈ Z.

Sumamos las desigualdades resultantes (46),

(47), (48) , lado a lado y obtenemos (45).

Para cada s ∈ R, definimos el espacio

V s = Hs
p(0, 2π)×Hs

p(0, 2π)×Hs
p(0, 2π), (49)

dotado del producto interior definido por

〈



f1

f2

f3


 ,




g1

g2

g3




〉

V s

= (f1, g1)s + (f2, g2)s + (f3, g3) .

El siguiente resultado nos proporciona un

semigrupo asociado a nuestro problema lineal

homogéneo.

Teorema 5. Dado s ∈ R, para cada




u0

u1

θ0


 en

V s, la familia de operadores lineales (S(t))t≥0

definidos por

S(t)




u0

u1

θ0


 =

∑
k∈Z




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx, (50)

donde los coeficientes




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 están dado

por (27), es un semigrupo en V s y verifica la
siguiente estimativa,

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
S(t)




u0

u1

θ0




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
V s

≤ M

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




u0

u1

θ0




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
V s

, (51)

donde M es una constante positiva.
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Demostración. Por el Teorema 4, existe una
constante M > 0, tal que

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∑
k∈Z




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

V s

=
∑
k∈Z

(
|ûk(t)|2 + |v̂k(t)|2 + |θ̂k(t)|2

)
(1 + k2)s

≤ M2
∑
k∈Z

(
|û0

k|2 + |û1
k|2 + |θ̂0k|2

)
(1 + k2)s

= M2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




u0

u1

θ0




∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

V s

.

Entonces, (S(t))t≥0 es un operador lineal,
continuo, bien definido y satisface (51). Es fácil
comprobar que S(0) = I, S(t1) ◦ S(t2) = S(t1 + t2)

para cada t1, t2 ∈ R+ y, además, de (27) y el
análisis desarrollado en el Teorema 4, se obtiene
que

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
S(t)




u0

u1

θ0


−




u0

u1

θ0




∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

V s

≤ C
∑
k∈Z

Ψk(t)
(
û0
k|2 + |û1

k|2 + |θ̂0k|2
)
(1 + k2)s.

donde

Ψk(t) = máx
{∣∣q0k(t)− 1

∣∣ , ∣∣k2q1k(t)
∣∣ , ∣∣k4q2k(t)

∣∣} .

Por lo tanto,

ĺım
t→0

S(t)




u0

u1

θ0


 =




u0

u1

θ0


 ,

en V s y la prueba está completa.

Teorema 6. El generador infinitesimal del

semigrupo (S(t))t≥0 es un operador limitado

(D(A), A), donde D(A) = V s+2 y A es dado

por (19).

Demostración. Vamos a demostrar que

ĺım
t→0

S(t)




u0

u1

θ0


−




u0

u1

θ0




t
= A




u0

u1

θ0


 , (52)

si y sólo si




u0

u1

θ0


 ∈ V s+2.

Esto equivale a mostrar que la derivada

en cero de la serie
∑
k∈Z




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx, donde

los coeficientes




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 satisfacen (27), es

convergente a A




u0

u1

θ0


 en V s si y sólo si




u0

u1

θ0


 ∈ V s+2.

Si denotamos por

SN (t) =
∑

|k|≤N




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx,

una suma parcial de la serie, un cálculo sencillo

que toma en cuenta (20) muestra que

[SN ]t (0) = A (SN ) (0). (53)

Sea (D(B), B) el generador infinitesimal del

semigrupo (S(t))t≥0. Si




u0

u1

θ0


 ∈ D(B), de (53)
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se tiene que

B




u0

u1

θ0


 = ĺım

t→0

S(t)




u0

u1

θ0


−




u0

u1

θ0




t

=



∑
k∈Z




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx




t

(0)

= ĺım
N→∞

[SN ]t (0) = ĺım
N→∞

A (SN ) (0)

= A




u0

u1

θ0


 . (54)

Así,




u0

u1

θ0


 ∈ D(A) = V s+2 y

B




u0

u1

θ0


 = A




u0

u1

θ0


 ,

para cada




u0

u1

θ0


 ∈ D(B). Por otra parte, sea




u0

u1

θ0


 ∈ D(A) = V s+2. Debemos demostrar que

la serie



∑
k∈Z




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx




t

(0) es convergente.

Esto es equivalente a mostrar que

[SN ]t (0) =




∑
|k|≤N




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx




t

(0)

es una secuencia de Cauchy. En efecto,

‖ [SN+p]t (0)− [SN ]t (0)‖
2
V s

=
∑

N≤|k|≤N+p

(
|ûk,t(0)|2

)
(1 + k2)s

+
∑

N≤|k|≤N+p

(
|v̂k,t(0)|2

)
(1 + k2)s

+
∑

N≤|k|≤N+p

(
|θ̂k,t(0)|2

)
(1 + k2)s. (55)

De (20) se deduce que

|ûk,t(0)|2 = |v̂k(0)| = |û1
k|2, (56)

|v̂k,t(0)|2 = |k2ûk(0) + iγkθ̂k(0)|2

= |k2û0
k + iγkθ̂0k|2

≤ Mk4
(
|û0

k|2 + |θ̂0k|2
)
, (57)

y

|θ̂k,t(0)|2 = |iγkv̂k(0) + βk2θ̂k(0)|2

= |iγkû1
k + k2θ̂0k|2

≤ Mk4
(
|û1

k|2 + |θ̂0k|2
)
, (58)

donde M es una constante positiva que sólo
depende de γ y β. Entonces, de (56), (57) y
(58), se tiene que

|ûk,t(0)|2 + |v̂k,t(0)|2 + |θ̂k,t(0)|2

≤ Mk4
(
û0
k + |û1

k|2 + |θ̂0k|2
)
. (59)

En consecuencia, de (55) y (59), obtenemos la
siguiente estimativa:

‖ [SN+p]t (0)− [SN ]t (0)‖
2
V s

≤ M
∑

N≤|k|≤N+p

k4
(
û0
k + |û1

k|2 + |θ̂0k|2
)
(1 + k2)s

≤ M
∑

N≤|k|≤N+p

(
û0
k + |û1

k|2 + |θ̂0k|2
)
(1 + k2)s+2,

(60)

y como




u0

u1

θ0


 ∈ D(A) = V s+2, de (60), se tiene

que

[SN ]t (0) =




∑
|k|≤N




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx




t

(0)
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es una secuencia de Cauchy. Luego,

A




u0

u1

θ0


 = ĺım

N→∞
A (SN ) (0)

= ĺım
N→∞

[SN ]t (0)

=



∑
k∈Z




ûk(t)

v̂k(t)

θ̂k(t)


 eikx




t

(0)

= ĺım
t→0

S(t)




u0

u1

θ0


−




u0

u1

θ0




t

= B




u0

u1

θ0


 .

De este modo,




u0

u1

θ0


 ∈ D(B) y

A




u0

u1

θ0


 = B




u0

u1

θ0


 ,

para cada




u0

u1

θ0


 ∈ D(A) = V s+2.

El sistema no homogéneo

Como consecuencia directa de los Teoremas 5-6

y de la Teoría General de las Ecuaciones de

Evolución(véase, por ejemplo, [2, 7]), tenemos

el siguiente resultado de existencia y unicidad:

Teorema 7. Sea T > 0 y s ∈ R. Para cada


u0

u1

θ0


 ∈ V s y




f

g

h


 ∈ L1 (0, T ;V s) , existe una

única solución


u

v

θ


 ∈ C1 ([0, T ];V s−2) ∩ C ([0, T ];V s)

del sistema






u

v

θ




t

(t) = A




u

v

θ


 (t) +




f

g

h


 ,




u

v

θ


 (0) =




u0

u1

θ0


 ,

que verifica la fórmula de variación de las
constantes,



u

v

θ


 (t) = S(t)




u0

u1

θ0


+

∫ t

0

S(t−s)




f

g

h


 (s) ds.

Además, existe una constante positiva C > 0,
que depende sólo de s, tal que

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




u

v

θ




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
C([0,T ];V s)

≤ C




∥∥∥∥∥∥∥∥∥




f

g

h




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L1(0,T ;V s)

+

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




u0

u1

θ0




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
V s


 .
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CONCLUSIONES
En este trabajo se demostró un resultado de buena 
colocación global para un sistema termoelástico 
lineal homogéneo, el cual depende de algunos 
parámetros y, como una consecuencia inmediata 
de la teoría de semigrupos, se obtuvo la buena 
colocación para el sistema lineal no homogéneo. 
Se  estudiaron propiedades espectrales necesarias, 
para obtener la solución del sistema como una 
expansión en series de Fourier.

Hay algunas cuestiones interesantes que surgen de 
este trabajo y que merecen un estudio más
profundo:

 ˗ En nuestro enfoque, se eligieron los parámetros 
γ y β satisfaciendo la condición (17). Una 
pregunta natural sería si se pudieran obtener los 
mismos resultados para los parámetros γ y β de 
modo general.

 ˗ Además, como consecuencia del Teorema 4, 
es probable que la solución de nuestro sistema 
tenga un comportamiento asíntótico que tienda 
para cero, cuando t → ∞.

 ˗  Con respecto al sistema no lineal con condiciones 
de frontera periódicas, se necesitaría de un 
análisis más agudo y de condiciones adicionales 
para los términos no lineales del sistema, con 
la finalidad de obtener la buena colocación y la 
estabilidad exponencial de las soluciones.

 ˗ Todo lo mencionado anteriormente será objeto 
de un futuro estudio. 
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