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RESUMEN

Este articulo se ocupa del estudio de las soluciones de un sistema termoelastico lineal. Se
demostré que el problema de valor inicial estd bien ubicado en los espacios de Sobolev
periédicos H,(0,27)x H,(0,27)x H,(0,27), para todo s € R, en el sentido que
establecemos teoremas de existencia y unicidad globales para este sistema. Ademas, la

solucidn tiene una expansidn con coeficientes de Fourier que decaen exponencialmente.
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ABSTRACT

This article is concerned with the study of the solutions of a linear thermoelastic system.
It is shown that the initial value problem is well-posed in periodic Sobolev spaces
H(0,27)x H,(0,27)x H,(0,27) , for all s € R, in the sense that we establish global
existence and uniqueness theorems for this system. Moreover, the solution has an expansion
with exponentially decaying Fourier coefficients.
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INTRODUCCION

Como es bien sabido, un sistema termoeléastico

describe el comportamiento de cuerpos
elasticos y térmicos, en medios conductores
de calor. En la teoria clasica, un sistema de
elasticidad hiperbdlica se acopla con el modelo
clasico de conduccién de calor, el cual esta
dado por la ley de Fourier, ver [1]: la tasa de
tiempo de transferencia de calor a través de un
material es proporcional al gradiente negativo
en la temperatura.

Este estudio dio lugar a un sistema acoplado
que, para un mejor entendimiento, primero nos
tenemos que referir a la parte teodrica de la
elasticidad y comprender las ecuaciones que
se derivan de ellas y, segundo, comprender el
modelo parabdlico en la teoria del calor.

Con respecto al estudio de estos sistemas, en
[3], Dafermos estudia las ecuaciones lineales
de termoelasticidad en n dimensiones, donde
se muestra que las soluciones definen un
semigrupo de contracciones en un espacio
de Hilbert adecuado. Ademas, bajo algunas
hipétesis de regularidad en los datos iniciales,
se demuestra que estas soluciones decaen para
cero, cuando el tiempo es suficientemente
grande. Por otra parte, si se agrega un
mecanismo de amortiguacién en la ecuacion,

se tiene un decaimiento exponencial de las

soluciones para estos sistemas, ver [8].

Aqui, se considera una variante del sistema
de termoelasticidad no lineal unidimensional
sujetas a condiciones de contorno de Dirichlet
tanto para la diferencia de temperatura como

para el desplazamiento, propuesto por R.
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Racke, Y. Shibata y S. Zheng en [11],

=1
=g.

(1)

Ut — a(Ug, 0)Uge + b(ug, 6)0,
c(uz,0)0: + b(uz, 0)ug: — d(0,05)02x

En (1), si se tiene condiciones de frontera

de tipo Neumann-Dirichlet (u, = v =
0, en [0,00]) o condiciones de frontera
Dirichlet-Neumann (v = v, = 0, en [0, o0]),

en [12], Slemrod demostré la existencia global

v la estabilidad asint6tica de las soluciones.
Por otro lado, si las condiciones de frontera en
(1) son de tipo Dirichlet-Dirichlet

u(t,0) = u(t,l) =0(¢,0) = 0(¢, 1) =0, (2)

en [0,00], Racke y Shibata demostraron en
[10] la existencia global de soluciones pequenas,
suficientemente regulares y, ademas, cuando

t — 00, obtienen tasas de decaimiento

polinomial, que dependen de la regularidad de

los datos iniciales.

Con respecto al problema lineal asociado (1),
es decir,

= O,

3)

et + /Buzt - 011

Ut — Uge + by
=0,

donde a, 8 € R, con af > 0, Mufioz Rivera
demostr6 en [6] el decaimiento exponencial
de soluciones al problema de valor inicial con
frontera de tipo (2), utilizando el método de la

energia.

En este trabajo, nuestro proposito es investigar
estas cuestiones considerando al sistema
termoelastico en un dominio periédico, cuando
los términos no lineales en (1) son constantes.

Mas precisamente, consideramos el modelo

t>0, z€(0,2n)
t>0, z¢c(0,2n),

(4)

Utt — Ugz +’Y€z = f,
9t + YUzt — /Bgac:c =9,
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donde ~,8 € R, con condiciones de contorno

periodicas
Opu(t,0) = dpu(t,2m), t>0, 0<r<1 5)
899(t,0) = 940(t,21), >0, 0<q<l,

donde r,q € N, y condicién inicial

w(0,2) =u’(z), =z € (0,2m),
ug(0,z) = ul(z), 2z € (0,2n), (6)
0(0,z) = 0°(x), =z € (0,27).

Nuestro objetivo principal es mostrar que, bajo
algunas condiciones impuestas a los parametros
v vy B, el sistema (4)-(6) posee una tnica
soluciéon que depende continuamente de los
datos iniciales.

La parte restante de este trabajo esta
organizada de la siguiente manera: en la secciéon
2, introducimos algunas notaciones y damos
resultados preliminares que se utilizardn a lo
largo del trabajo. En la seccién 3 establecemos
la buena colocacién del sistema lineal donde,
inicialmente, estudiamos el sistema homogéneo
y, como consecuencia directa de la Teoria de
Semigrupos, presentamos un resultado para el
sistema no homogéneo (4)-(6). Finalmente, se
daran las conclusiones respectivas y algunos

problemas en abierto.

Preliminares

Primero introducimos algunas notaciones. Para
cada v € L?(0,27) y k € Z, denotamos por vy,

el k—coeficiente de Fourier de v,

1 27

Uk v(z)e” % dz,

::5;: g

y, para cada m € N, definimos el espacio

H(0,27)
=Qv="> Te* € L2(0,2m) | > [6x*(1 + k%)™ < o0
keZ k€EZ
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el producto interior

(v, W)m = Y Belr(l + k)™,
keZ
La norma correspondiente a (7) es denotada

por || ||m. Se puede ver que

(7)

HJ'(0,2m)
v
ox"

o"v
ox"

:{UEHm(O,%r) (0) = (%),ogrgm—l},

donde H™(0,27) representa el espacio clasico
de Sobolev de exponente m en (0, 27). Podemos
extender la definicion H}"(0,27) al caso

m s > 0, un ntmero real no negativo,

estableciendo

Hp(0,2m)

= {v = Ope™ € H(0,27) | D [0k?(1+K?)° < o0 } .

kEZ kEZ
(8)
Para cada ntmero real no negativo s,
H(0,2) también puede verse como un espacio
de Hilbert con respecto al producto interior
definido por (7)) con m sustituido por s. En

particular, para cada v € H,(0,2m),

[olls = <Z k[ (1 + k2)5> :

keZ
Tal y como se indica en [5], para s < 0
definimos el espacio H;(0,27r) como el dual
topologico de H, *(0, 2):

H3(0,2m) = (H, *(0,27)) .

El teorema de la representacion de Riesz

garantiza que cualquier v € HS(O, 2m)
L?(0,27) se puede identificar con un elemento
wy € (HS(O,ZW))/ tal que

27
wy(z) = / z(z)v(z) dz (z € HJ(0, 2m)) .
0
Tradicionalmente, la misma notacioén se utiliza
para v y w, (los espacios (HS(O,QT('))/ y
H)(0,2) son identificados).
Dado s < 0, cada elemento w € Hp(0,2)

puede expandirse de forma tinica de la siguiente

manera

~ _ikx
w = wge ",

kEZ

9)
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1
2

El ligero abuso de notacion en (9) (el elemento

donde wy, w (e_ik‘”) para cada k € Z.
w del lado izquierdo no es una funciéon de z y
la funcién exponencial e*** en la derecha es en
realidad el representante de esta funciéon L? en
el espacio dual) se compensa con el hecho de
que la expansion (9) se parece exactamente a
la correspondiente a un elemento en un espacio
H?® con exponente positivo s. Por otro lado,
el siguiente mapeo es un producto de dualidad
entre H;(0,27) y H,*(0,27), para cada s > 0,

(v, w)s =Y Bpip,

kez

€ Hy(0,2m),w € H,*0,2m).

(10)

donde v

Consecuentemente, si s < 0, el espacio
H;(0,27) puede definirse también por (8)
y puede verse como un espacio de Hilbert
con respecto al producto interior (7) con m

sustituido por s.

Por otro lado, sea el polinomio de grado 3 dado

por f(z) = 234+ bz2 + cz +d, donde b, c,d € R.

Consideremos
b2 be  2b3
—c——, g=d— — + — 11
p=c——5.4 3 T o (11)
y
A =b2c? — 4¢3 — 4b3d + 18bed — 27d?
= —4p3 — 27¢%, (12)

el discriminante del polinomio f.
Los siguientes resultados, cuyas demostraciones
se encuentran en [4], seran necesarios para

nuestro estudio.

Teorema 1. Sea A el discriminante de f(z) =

23 4+ b2? + cz + d, dado por (12).

i) Si A > 0, entonces f tiene tres raices

reales simples.

Bautista et al.

it) Si AN < 0, entonces f tiene una
raiz real simple, y dos raices complejas

conjugadas.

iii) Si AN =0, entonces f tiene una raiz real

doble y otra simple, o una raiz real triple.

Teorema 2. Si el polimonio cubico con
coeficientes reales f(z) = 2% + b2* + cz +d tiene
discriminante /A < 0, entonces f posee una raiz
real y dos complejas conjugadas dadas como:
i) Sip<0yq/2< —|p/3]32, entonces las

raices estdan dadas por

_g +24/ = cosh (% arccosh (%))
(13)
y
T (o (5550
+V/3isenh (é arccosh <%))} :
(14)

i) Sip <0 yq/2> |p/3|°>?, entonces las

raices son

e (s ()
(15)

4

_g + \/? [cosh (% arccosh (%))

+1/3isenh (é arccosh Q;’/ﬁ))} .

(16)

El sistema lineal. Buena

colocacion

El sistema homogéneo

El objetivo de esta secciéon es estudiar las

principales propiedades del modelo linealizado.

Hatun Yachay Wasi 1(2), 2022 ISSN: 2955 - 8255



BUENA COLOCACION PARA UN SISTEMA TERMOELASTICO

Mas precisamente, consideramos el sistema
termoelastico (4)-(6), donde f =g =0.
A lo largo de este trabajo, supondremos que

los pardmetros v, del sistema verifican las

siguientes condiciones de signo:

Iy < V/+/108 — 10,

(17)

B> +/3(2+1).

En primer lugar, observemos que el sistema

(4)-(6) puede escribirse en la siguiente forma

vectorial
u u
v | =4l v | @),
0 . 0
(18)
u 'LLO
v | 0= u' |,
0 6°
donde v = wu; y A es el operador lineal no
limitado definido por
0 I 0
A= 3 0  —d (19)
0 —nd, [O2

Supongamos que los datos iniciales en (6) estan

dados por
u® )
~ ik
w! — Z U;lg ke
ke€Z
0° 00

Al menos formalmente, la solucion de (4)-(6)

puede escribirse como

u ak(t)

v (t,.’L’) = Z Uk(t) ikw7
kEZ -~

0 k(t)
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donde | 7 (¢)

(@)e(t) = —k>T (1) — ivkDx(8),
(20)

(B1)¢(t) = —ivkDr(t) — B0k (1),

e (0) =19, T(0) =a}, 0u(0) =0}

para cada t € (0,7).
Sean b = b(k), ¢ = ¢(k) y d = d(k) definidos

por

b= Bk c= (v +1)k? d=pk. (21)

Consideremos p = p(k),q = q(k) y & = A(k)
dados por (11) y (12), respectivamente, con
b, ¢, d satisfaciendo (21).

Se tiene el siguiente resultado.

Lema 1. Para cada k € Z*, sean

Mg = 3 2\/;cosh (g arccosh (W )

(22)

AE, = _g 5 {cosh (% arccosh (%))
+v/3isenh (% arccosh (%))} :

(23)

donde b,c,d y p,q son dados por (21) y (11)

respectivamente. Consideremos el siguiente

operador diferencial lineal
L=D’+bD*+cD +d.

Entonces, la solucion z(t) = zx(t) de

Lz(t) =0,
Y (24)
2(0) = 2/(0) = 0; 2(0) = 1,
es dada por
2(t) = CeMort 4 C2Fant 4 e et (25)

Hatun Yachay Wasi 1(2), 2022 ISSN: 2955 - 8255
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donde C,%, C’,z’+ Y C,z’_

satisfacen

—1
Ol = (O = M) O5 = M)

—1
== (M= M0~ AE) )
21
A (CTTES IS ETE E ) I
con k € Z*.
Demostracion. E1  polinomio  caracteristico

asociado a la ecuacion 2" +bz" + ¢z’ +d =0

es definido por

FO) =2 +0\2 + X +d.
De (12) y (17), obtenemos
A(k)
= B°k® [(v? +10)* — 108] — 4k°(7* + 1)® — 48%%"°
< 0.
Entonces, por el Teorema 1, f(A\) = 0 tiene

una raiz real simple y dos raices complejas
conjugadas.

Observe que, de (11) y (17), se tiene

s = 7+ = D <[4y - B <o
y
X _ 3/2
1 —ouyvouy  (HE) o),

Luego, del Teorema 2, la raiz real A\;j y las
dos raices complejas conjugadas /\gtk de f estan

dadas por (22) y

Consecuentemente, la solucion general de (24)

(23), en los respectivos casos.

verifica

+ _ —
2e(t) = Cle Mkt 4 CFFetent o 0% etent,

Ademas, de la condicion inicial, deducimos que

0=2,(0) =C*+C*>T 4 C*~,

0=2,(0) = A kC' + AJ,CPF 4+ A, ,C*7,
= (Al,k)ch +

(A3 )2C*F + (A0,

99
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Por lo tanto, dado que

1 1 1
AQ(k) - )\17]@ )\;k )‘Q_,k
Ar)® (A7 (A5,)?
= ()‘;k - )‘l,k)()‘z_,k - )‘l,k)()‘z_,k - )‘;k) # 0,
0 1 1
Acr(k)=|0 A, Ay,
L (A7 (Ag,)°
= ()‘2_,k - )‘;—k) # 0,
1 0 1
ACQYJF(IC) = )\l,k 0 /\Q,k
Ar)® 1 (Ag)?
=—(Ag3x = Ark) #0,
y
1 1 0
Apz—(k) =] Mg Aj, 0
Are)® (A3 1
= (A3 = Ai) #0,

la solucion de (24) viene dada por (25), donde

ci, C,f”L y C,f’_ satisfacen (26).

O
uk(t)
Lema 2. La solucion | w,(t) | de (20) es
Bi(t)
dada por
Un(t) = uRqp(t) + g (t)
— (K*aR + ivkek) qi(t),
Ui(t) = UrgR(t)
2~0 | - 7790) 1
_ (k up + z’yk@k) i (t) (27)

+ (18K, — k(1 +

6u(t) = BRal(t) — (inka} + BR26}) ah ()
(27k3uk+wﬁ b ai(®)
K282 = 9L ) a2 ),

Hatun Yachay Wasi 1(2), 2022 ISSN: 2955 - 8255
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donde los coeficientes (qQ(t),qi(t), g2 (t)) tal que

verifican

gl (t) = K2 (v* + 1)zx(t) + BR>24(£) + 21 (1),
E2(v2 4+ 1)zi(t) + BE2 24 (£) + 2 (1)
aL(t) = BE2 2, (1) + 24 (1), (28)
= Bz (t) + 24 (t)

q% (t) = Zk (t)7

: zk(t)
y z(t) satisface (25).
Por lo tanto, del Algoritmo de Putzer (ver [9]),

Demostracion. El sistema (20) es equivalente a ¢ deduce que

2
o U e = ZO qi.(t) (A(k))’
=
5 H=AkK| 5 1),
U (t) = A(k) O (t) _ ( Ar(E) As(k) As(h) ) (30)
Gk . Hk
donde
Tn ad ar(t) — K*qi(t)
o | O)=1| @ |-
i o Au(k) = —kqi(t) :
donde VK32 (1)
0 1 0
Ak)y=| - 0o —ivk |- i (t)
0 —ivk —pk?
A2(R) = [ qp(t) = K*(* + )i (1) |
Luego, la solucion de (20) es dada por
R Y —ivkqi(t) + Bk i (t)
Uk U
B |O=ct®a | ey Y
0 o —ivkqi(t)
Definimos las matrices Z(t) y C(k) como Ag (k) = imkgh (1) + 1Bk (1)
Zk(t)
z0=| 20 | ar(t) = BR?qi(t) + K*(B°K* — v*)qi(t)
2 (1) Asi, de (29) y (30) se tiene que la solucion de
y (20) es determinada por (27). O
B2 +1) AR 1 Observaciéon 1. En primer lugar, siendo
(q(k)/2)
k) = 2 k)= ———"— > 1, observamos que
C(k) Bk 1 0 [, ¢(k) (—p(k)/3)3/2 a
1 0 0
arccosh ¢(k) = In (Q(k) +(C(k))? — 1)
respectivamente.

Por otro lado, sea Qx(t) = (qQ(t), qi(t), g}(t))T ¥ como lim ((k) =1, se cumple lo siguiente:

100 Hatun Yachay Wasi 1(2), 2022 ISSN: 2955 - 8255
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1
= lim cosh (3 arccosh ((k;)) =1.

k—o0

1
= lim senh (3 arccosh C(k)) =0.

k—o0

Analicemos mas detenidamente los valores
propios Ai y )\;k dados por (22) y (23)
respectivamente. En la secuencia, I, M y C
denotan una constante positiva genérica que
puede cambiar de una linea a otra.

Tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 1. Ezxisten constantes positivas

>0y M>Q0, tales que

)\1,k < 7”{527

R(Ayy) < =M, (32)

donde R(z) denota la parte real de z € C.

Demostracion. De la relacion (11), se tiene que

2
—p(k) ,B?k Por lo tanto, de la identidad

3
(22), se deduce que
BK* 2Bk’ 1
ALk~ —5 "3 cosh garccoshC(k)

2
< —% < Ik

De manera similar, de (23) y la Observacion 1,

obtenemos
+ b —p(k) b 3c
~—— ——Z(1—-4/1=-22
RO2) 37" 3 3 b2
_¢
b C
- -~ =M
3c < 2b ’
Ly /1- 55
con M = (72+1) >0
28

O]

Los siguientes pasos estan dedicados a analizar
cuidadosamente los coeficientes dados por (26).

Tenemos el siguiente resultado.

101
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Proposicién 2. Sean C}, C3" y CP~ dados

por (26). Entonces,

IChl < O(E™), (33)

CRT +CET <Ok, (34)

Demostracion. En efecto, de la Observacion 1,

existe una constante M > 0, tal que

—1

< M,

cosh (%arccosh((k))

(sinh (%arccosh((k))) ’ <M.

—P3(k) {3 cosh (%arCCOShC(k’))

+ V/3isenh (%arccosh((k))] ,

(35)

de (26) y (35), obtenemos

Ckl = M = Al ™

(]
senh <%arceosh§(k))

—p(k)
- (o

2

cosh (%arccosh{(k))

.

cosh <%arccosh§(k))

+ 3

- /871](4 (

<ME =0k,

).
)

cosh (%arccosh((k))

Por otro lado, de (26), deducimos que
Cot+Cp™ =-Cy.

De la identidad anterior y la estimativa (33),
resulta (34). O
Observacion 2. De hecho, se puede decir
mucho mds sobre los valores propios ik Y A,

De (22), (23) y la Observacion 1, existe una

constante positiva C, tal que

el (Aol < CK. (36)

Hatun Yachay Wasi 1(2), 2022 ISSN: 2955 - 8255
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Ademds, de (22),

directa de la Proposicion 1, se tienen las

(23) y como consecuencia

sigutentes estimativas:

1

Ap SR < -M, ——— <M,  (37)
o RO
para alguna constante positiva M.
Tenemos el siguiente resultado.
Teorema 3. Para cada t > 0, k € Z*,

ezriste una constante positiva M > 0, tal que

la solucidn zp(t) de (24) verifica las siguientes

destgualdades:
|2 (t)] < O(k=4)e P50,
|Z]Ig(t)‘ é O(kiQ)eﬁR(A;k), (38)
|z, ()] < MetROz).
Demostracion. De (25), deducimos que
0lt) = G + (G2 4 €)M
—G (ew"“t —at) o (39)

Afirmamos que existe una constante positiva
M > 0, tal que

+ - M +
’02’7 (@Alk‘t _ €>\27kt) < ﬁ@tm(szk). (40)

Supongamos que se ha demostrado la
afirmacién. Entonces, a partir de la Proposicién

2, combinando (37), (39) y (40), obtenemos

|2k (2)]
< ‘C}ieh,kf

(2 + gy e
+ ‘02’7 (e/\;kt — e)‘;wkt)

<Ok~ Her L Ok™) |e

A gt

+
2,k

+ (’)(k_?')emuiﬁ
< O(k—4)et%(A§k) + O(k_Q)et%R(Ag:'k)

< OO,

lo que implica la primera desigualdad de (38).
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Ahora, vamos a probar la afirmacion (40).
Puesto que limy_ o (Ajk - /\ij> = 0, existe una

constante positiva M, tal que

(Qk Qk)t

1] < M, — Ailt. (41)
Luego, de (41) se tiene que
ARt _ Aot "
et Z | < M, (42)
|)‘2,k - /\2,k|

donde M es una constante positiva. De la regla
de L’Hopital, resulta
m(xi )

ROT | L
IRzl

’te

Asi, de (42) y (37), obtenemos

ATt _ At etm(xik)
+ - =M £
|)‘2,k - )‘2,k| |§R()‘2k)|

+
< MeRPzn), (43)

Por lo tanto, de (33) y (43), se tiene la siguiente

estimativa:
AF ot At
— + - 1/2 | € 2k — e 2.k
’C:’ (€>\27kt . 6>\2>kt) _ |C}1| / . -
|)‘2,k - )‘2,1@|
+
< %6tm(>‘2,k)
—_ k2 )

para alguna constante M > 0.
Por otro lado, para la segunda desigualdad de

(38), observamos que

i
21 (t) =CRAr e H + (Cp T + CP ) A et2nt
=g kCQ (e it e)‘;kt)

i
)‘2_1@) er2kt,

-CP~ (M (44)

Entonces,
’z;’c(t)| < |C’;1| A1 k] ekt

+ |3+ G| gl |

_ 2,— ( Al ¢ XSt
gl o2 (- o)

+ g — A T ||

De la dltima estimativa, combinando la

Proposicion 2, con (37), (39) y (40), obtenemos

2] < OO + Ok~ )O(k?)e )
+O(R)OK)e 5w + |Cf]? e RO50)

< (M+0(k?)e RO )
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Finalmente, siendo
2 (1) = Ci (M) ™+
+
+(CPH4C27) (M) et
- +
F ae)? G (et - )

2R(A3,)

+
eAMt,
)‘Q,k - /\l,k

de todo lo anterior, se deduce que
2 ()] < Ok~ Ok )e -+t
+ OOk 5w
OOk ROz
(kz)o(k—z)em(,\;k)

< (M +O(k™?)) ™05,

O]

Resultados principales

A continuacién, enunciaremos los teoremas
principales del presente trabajo.

Se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 4. Para cada t > 0, k € 7Z existe

una constante positiva M > 0, tal que la

uy(t)

solucion | w.(t) | de (20) verifica la siguiente
01 (1)

estimativa,

[ (8)* + [k ()] + Px (D)
=+
< M (|7 + 7 + |BR17) 7O (45)

Demostracion. De (27), (28) y la estimativa
(38), obtenemos

2k (1)
= [aak(t) + akat(t) — (W@ + vk} ) gk (1)
< [@llal(®)] + [k llah ®)

+ (K11 + 121 KI1621) laZ (o)

< (@] (7 + Dlzw(®)] + 824 (0] + |21 (1))
+ [k] (8K |21(8)] + 124(1)])

+ (K11 + I 1RIIBR ) L2 (0)

+
< M (Jaf] + [ak] +18R)) e,

103

Bautista et al.

Luego,
[ (0)* < M (1217 + Bk + [B21) 2RO (46)
Analogamente, de (27), (28) y (38), se tiene que
B < M ([ + @2 + |8 2RO, (a7)

~ +
Bl < M ([aR] + k| + [B71) ™ Can), (48)

cont>0, keZ.

Sumamos las desigualdades resultantes (46),

(47), (48) , lado a lado y obtenemos (45). O

Para cada s € R, definimos el espacio
V® = H2(0,27) x H5(0,27) x HE(0,27),  (49)

dotado del producto interior definido por

f1 g1
()
f3 93

Vs

= (f1,01), + (f2,92)s + (f3,93) -

El siguiente resultado nos proporciona un
semigrupo asociado a nuestro problema lineal

homogéneo.

uO

Teorema 5. Dado s € R, para cada | !
90
Vs, la familia de operadores lineales (S(t)):>0

en

definidos por

uo ’I/L\k(t)
sl o [=3] aw |e™ 6o
o kez Bt
Uk (t)
donde los coeficientes Ui (t) estan dado
O (t)

por (27), es un semigrupo en V* y verifica la

siguiente estimativa,

UO UO
S@) | ! <M|| ; (51)
6° 6°
Vs Vs

donde M es una constante positiva.
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Demostracion. Por el Teorema 4, existe una Demostracion. Vamos a demostrar que

constante M > 0, tal que
2

>

keZ

=3 (1@®P + 120 + Be(®)?) 1+ #)°

kezZ

<MY (1P + 1@ + B2) (1 + #)°
kEZ

2

UO

= M? ul
90
v

Entonces, (S(t))i>0 es un operador lineal,
continuo, bien definido y satisface (51). Es facil
comprobar que S(0) = I, S(t1) o S(t2) = S(t1 + t2)
para cada t1,t2 € RT y, ademas, de (27) y el
analisis desarrollado en el Teorema 4, se obtiene

que
2

S
S

n
=
<

3
\
<
3

ey
o

ey
o

Vs

< O3 W) (agﬁ +lak)? + |§2\2) (1+K?)°.
keZ

donde
U (t) = max {|gi(t) — 1], [F*ax ()], [k gk ()]} -

Por lo tanto,

u° u°
{ 1| = 1

}1_1:% St)| w =1 u )
6° 6°

en V? y la prueba estd completa.

O

Teorema 6. El generador infinitesimal del
semigrupo (S(t))t>0 es un operador limitado
(D(A), A), donde D(A) = V2 y A es dado
por (19).

104

uo uo
S(t) ul _ ul
0
9° 90 “
7 1
Hm ' =AW (62)
00
’LLO

siysOlosi | b | eVt

00

Esto equivale a mostrar que la derivada

u(t)
en cero de la serie Y | w(t) | €™, donde
A )
Uk (t)
los coeficientes Vi (t) satisfacen (27), es
Oi (t)
0

convergente a A | ! en V?® si y sélo si

90
’lLO
’LLl c Vs+2.
00
Si denotamos por
uy(t)
m<y |~
O ()

una suma parcial de la serie, un calculo sencillo

que toma en cuenta (20) muestra que

[Sn], (0) = A(Sn) (0). (53)

Sea (D(B), B) el generador infinitesimal del

UO

semigrupo (S(t))e>0. Si | o'
00

€ D(B), de (53)
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se tiene que De (20) se deduce que
’LLO ’LLO
0 S| u | | W [r,:(0)]? = [0k (0)] = [a@k|?, (56)
B 0 0°
B ! = lim
t—0 t
90
- [0+ (0)]* = [K*i (0) + ikBic (0]
uk(t)
I ww || 0 = K@} + ivkOy|?
) t < ME(J@P + 1), (67
= Jim_[Sn], (0) = lim A(Sn)(0)
uo y
=A| (54)
6° 101,(0)* = |ivkD(0) + BE*0x(0)]?
0 = livka, + k05
Asi, | ot | eD@y=very < ME* (Jakl + 21°) (58)
00
. . donde M es una constante positiva que sblo
u u
sl ow loal w | depende de v y (. Entonces, de (56), (57) y
(58), se tiene que
6° 6°

[, (0)[* + 9,4 0)* + B, 0)
para cada | ' | € D(B). Por otra parte, sea

0 < ME* (@ + [l + 717 - (59)
En consecuencia, de (55) y (59), obtenemos la

siguiente estimativa:

90
T (t)
la serie |> | @) | ™| (0) es convergente. Il [Sn+5], (0) = [Sn], (0)[I3+
kEZ §k(t) t <M Z e (ﬁk n |al1€|2 + |§2‘2) 1+ k?)s
Esto es equivalente a mostrar que N<[kI<N+p
~0 ~1,2 702 2\s+2
) S (@ + @1 +1307) (1 + 87",
] <|k|[<N+p
[Sxl, )= > | a) [e*] (0) (60)
k<N |~
Ox(t)
t
es una secuencia de Cauchy. En efecto, u°
como 1 | € D(A) =V**2 de (60), se tiene
| Sw+s], (0) = S, O]+ y o (60)
0
= (|akt(0)|2) (1 + kQ)S que
N<|k|<N+p
+ (15, (0)1) (1 + £%)° ~
N<|k|<N+p uk(t)
Or.0 (0)]? 2y Snl, 0 = | D | w(t) [e*| (0)
+ (|9k7t(0)| ) (1+k7)°. (55) ¢ k
N<|k|<N+p [kI<N 5o (t)

t
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es una secuencia de Cauchy. Luego,

u
Al Wt | = lim A(Sy)(0)
90

= lim_[sw], (0)

I
(]

De este modo, | !

90

para cada | !

El sistema no homogéneo

Como consecuencia directa de los Teoremas 5-6
y de la Teoria General de las Ecuaciones de
Evolucion(véase, por ejemplo, [2, 7]), tenemos
el siguiente resultado de existencia y unicidad:

Teorema 7. Sea T > 0 y s € R. Para cada

u® f
u eviy | g | €L (0,T;V?), existe una
90

unica solucion
u
v | €C ([0, TV ?)nC(0,T); V)
0
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del sistema

U U f

v | O=A] v [®O+]| g |,
0 , (% h

u UO

v | (0)=1] «" [,

0 0°

que wverifica la formula de wvariacion de las

constantes,
U u® , f
v | @®)=St)| ot +/ S(t—s)| g | (s)ds.
0
0 0° h

Ademds, existe una constante positiva C > 0,

que depende solo de s, tal que

u
v
0
o(lo.1):v#)
f u’
<cC g +] u!
h 0°
L(0,T;V#) Vs
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CONCLUSIONES

En este trabajo se demostré un resultado de buena
colocacién global para un sistema termoelastico
lineal homogéneo, el cual depende de algunos
parametros y, como una consecuencia inmediata
de la teoria de semigrupos, se obtuvo la buena
colocacién para el sistema lineal no homogéneo.
Se estudiaron propiedades espectrales necesarias,
para obtener la solucién del sistema como una

expansion en series de Fourier.

Hay algunas cuestiones interesantes que surgen de
este trabajo y que merecen un estudio mas

profundo:

- En nuestro enfoque, se eligieron los parametros
Y v B satisfaciendo la condicién (17). Una
pregunta natural seria si se pudieran obtener los
mismos resultados para los pardmetros y y B de

modo general.

- Ademads, como consecuencia del Teorema 4,
es probable que la solucidn de nuestro sistema
tenga un comportamiento asintotico que tienda

para cero, cuando t = oo,

- Conrespectoalsistemanolineal con condiciones
de frontera periddicas, se necesitaria de un
analisis mas agudo y de condiciones adicionales
para los términos no lineales del sistema, con
la finalidad de obtener la buena colocacién y la

estabilidad exponencial de las soluciones.

- Todo lo mencionado anteriormente sera objeto

de un futuro estudio.

Bautista et al.
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