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RESUMEN

En este articulo se muestra una extension de los resultados obtenidos de Bautista et al.
(2022), para el sistema termoelastico lineal. Se demostré que la energia asociada al
problema del valor initial es decreciente en el tiempo. Ademas, se mostré que la solucién
dégue exponencialmente a cero en los espacios de Sobolev periddicos:

H(0,27)x H,(0,27)x H,(0,27), para todo s € R.

Palabras clave: decaimiento exponencial, estabilizacion, sistema termoelastico lineal,

teoria de semigrupos

ABSTRACT

This article shows an extension of the results obtained from Bautista et al. (2022), for
the linear thermoelastic system. It appears that the energy associated with the initial
value problem is decreasing in time. Furthermore, it was shown that the solution dégues
exponentially to zero in periodic Sobolev spaces:

H’(0,27)x H(0,27)x H,(0,27) , forall s € R.
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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

INTRODUCCION

En este trabajo, estudiaremos el comportamiento pg Jecir. consideramos
)

asintotico de las soluciones de una variante

del sistema de termoeldstico no lineal
unidimensional (Racke et al., 1993),
Ut — a(uz, e)u:zz + b(u17 9)01 = f7 (1)
c(uz,0)0: + b(uz, )uge — d(0,04)052 = g.

Se demuestra la estabilidad asintética de las
soluciones de (1) (Slemrod, 1981), cuando
se tiene condiciones de frontera de tipo
Neumann-Dirichlet (u, = v = 0, en [0,00])

o condiciones de frontera Dirichlet-Neumann

(u=1vz; =0, en [0, 00]).
Ademas, si las condiciones de frontera en (1)
son de tipo Dirichlet-Dirichlet

u(t,0) = u(t,1) = 0(t,0) = 0(t,1) =0,  (2)

en [0,00], obtienen, tasas de decaimiento
polinomial, cuando ¢ — oo, que dependen de
la regularidad de los datos iniciales (Racke &

Shibata, 1991).
Por otra parte, si se considera el siguiente

sistema lineal

{ Ut — Uge + Ay = 07

3)
et + /Bucvt - ezz

=0,
donde a,8 € R, con af > 0, usando el
método de la energia ,se muestra el decaimiento

exponencial de soluciones al problema de valor

inicial con frontera de tipo (2) (Munoz, 1992).

Es asi que, motivados por lo anterior
mencionado y utilizando los resultados
obtenidos por Bautista et al., 2022,

estudiaremos el decaimiento exponencial de
las solcuiones del sistema termoeléstico lineal
en un dominio periédico, cuando los términos

no lineales en (1) son constantes.
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el sistema

t>0, z€(0,2m)
t>0, 2 € (0,2n),

{ uttfuzz+'yez:fa (4)

9t + YUzt — Bgacm =g,
donde ~v,8 € R, satisfacen

estimaciones,

algunas
con condiciones de frontera
periodicas
Anu(t,0) = Aul(t, 2m),
810(t,0) = 920(t, 2),

t>0,
t>0, 0<¢g<1,

siendo r,q € NU {0}, y condicién inicial

uw(0,z) = u’(x), =z € (0,2n),
ur(0,2) = ul(z), e (0,2m), (6)
6(0,z) =6°(z), z € (0,2n).

El presente trabajo estd organizado de la
siguiente manera: inicialmente, introducimos
algunas notaciones importantes. En segundo
lugar, mencionamos los resultados de buena
colocacion, demostrados en Bautista et al.,
2022, que seran utilizados a lo largo del
trabajo. Como tercer punto, estudiaremos el
comportamiento asintotico de las soluciones
del sistema (4)-(6), donde mencionamos y
mostramos nuestros resultados principales.
Finalmente, se daran algunas conclusiones y

posibles problemas futuros a estudiar.

Preliminares

Primero introducimos algunas notaciones. Para
cada v € L?(0,27) y k € Z, denotamos por Uy,

el k—coeficiente de Fourier de v,
1 27

:%0

y, para cada m € N, definimos el espacio

ke v(m)eiikx dz,

HI(0,27)

=qv= Trett® e L2(0,2m)
kEZL

Do IBkPA+E)™ < oo
kez

el producto interior
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(v, w)m = Z@kﬁik(l +EH™.
kez

(7)

La norma correspondiente a (7) es denotada
por || ||m- Se puede ver que

Hp'(0,2m)
o"v
ox"

o"v

- ox"

(0)

:{veHm(0,27r) (27r),0§r§m—1},

donde H™(0,27) representa el espacio clasico
de Sobolev de exponente m en (0, 27). Podemos
extender la definicion H}*(0,27) al caso
m = s > 0, un namero real no negativo,

estableciendo

Hp(0,2m)

= {v = Bpe™ € H(0,27) | Y [0k*(1+K?)° < o0 } .

kEZ keZ

(®)

Para cada numero real no negativo s,

H;(0,27) también puede verse como un espacio

de Hilbert con respecto al producto interior

definido por (7)) con m sustituido por s. En
particular, para cada v € H;(O, 27),

[olls = (Z [ (1 + k2)5> :

keZ
Tal y como se indican Micu & Pazoto, 2017,
para s < 0 definimos el espacio H; (0, 27) como
el dual topoldgico de H, (0, 27):

H3(0,2m) = (H, *(0,27)) .
El teorema de la representacion de Riesz
garantiza que cualquier v € HS(O,QT(') =

L?(0,27) se puede identificar con un elemento
w, € (H(0, 27r))/ tal que

wy(z) = /0 ) z(z)v(z) dz (z € H)(0, 2m)) .

Tradicionalmente, la misma notacioén se utiliza
para v y w, (los espacios (H)(0, 277))/ y
H)(0,27) son identificados).

Dado s < 0, cada elemento w € Hp(0,2)

puede expandirse de forma tinica de la siguiente

manera

~ _ikx
w = wge ",

kEZ

9)
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1
2

El ligero abuso de notacion en (9) (el elemento

donde W, = s=w (e_““) para cada k € Z.
w del lado izquierdo no es una funcion de x y
la funcién exponencial e*** en la derecha es en
realidad el representante de esta funcion L? en
el espacio dual) se compensa con el hecho de
que la expansion (9) se parece exactamente a
la correspondiente a un elemento en un espacio
H?® con exponente positivo s. Por otro lado,
el siguiente mapeo es un producto de dualidad

entre H;(0,27) y H,*(0,27), para cada s > 0,

<’U, w>s = Z 6Icﬁ)\—ka

kEZ

(10)

donde v € Hy(0,2m),w € H,*0,2m).

Consecuentemente, si s < 0, el espacio
H;(0,2m) puede definirse también por (8)
y puede verse como un espacio de Hilbert
con respecto al producto interior (7) con m

sustituido por s.

Buena colocacion

Consideramos el sistema termoeléstico (4)-(6),

donde f = g = 0. Ademas, sean v, que

satisfacen

Iyl < V/V108 - 10,
(11)
B> /303 +1).
Observemos que el sistema (4)-(6) puede

escribirse en la siguiente forma vectorial

u u
v | O=A[ v | @),
7] [7]

t

(12)

u UO
v | (0)=1] ' |,
0 0°
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donde v = wu; y A es el operador lineal no

limitado definido por

0 1 0
A= 8§ 0 —Y0z (13)
0 —v0. B2

Supongamos que los datos iniciales en (6) estan

dados por
u? a2
~ k
wl — Z Ullg etk
kEL
0° o

u 0
v | )= Bt |e™,
0 )
()

donde | 7%,(t) | satisface
01 (1)

(Br)e(t) = =k (t) — ik (),

(14)

~

(O1)2(t) = —ivkvn(t) — BK*0x(t),

W (0) =@, 0e(0) =T, 6:(0) = B,
para cada t € (0,T).
Por otro lado, sea el polinomio de grado 3 dado

por f(z) = 23+ bz2 + cz +d, donde b, c,d € R.

Consideremos
b? be 203
=c——, g=d— — + — 15
p=c—3.4 T (15)
y
A =b%c? — 4¢® — 4b>d + 18bed — 27d?
= —4p® — 2747, (16)

el discriminante del polinomio f.
Sean b = b(k), ¢ = ¢(k) y d = d(k) definidos

por

b=pk? c=(V+1)k* d=pk, (17)
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v, ademés, sean p = p(k),q = q(k) y & = A(k)
(16),
).

b, ¢, d satisfaciendo (17

dados por (15) y respectivamente, con

Los siguientes resultados, cuyas demostraciones
se encuentran en Bautista et al., 2022, seran

necesarios para nuestro estudio.

Lema 1. (Bautista et al., 2022.) Para cada

k e Z*, sean
_ by fp 1 42
Ak = 3 2 3 cosh (3 arccosh ((—p/3)3/2>) ,
(18)
s _ b, jop 1 a2
Aok = 3 + 3 cosh 3 arccosh (p/3)57

+v/3isenh (g arccosh (%))} ,
(19)

(15)

el siguiente

donde b,c,d y p,q son dados por (17) y
respectivamente. Consideremos

operador diferencial lineal

L=D%+bD*+cD+d.

Entonces, la solucion z(t) = z(t) de
Lz(t) =0,
(t) (20)
2(0) = 2'(0) = 0; 2"(0) =1,
es dada por
a(t) = Cle Mkt 4 2Tkt 4 02 Mt (21)
donde C}, C;’Jr y CZ’_ satisfacen
O = (M = M) = Aue) )
Ot == (M = M) Oz = A ) (22)
™ = (g = M) )
con k € Z*.

Lema 2. (Bautista et al., 2022.) La solucion

Hatun Yachay Wasi 2(1), 2023 ISSN: 2955 - 8255



COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

uk(t)
oe(t) | del sistema (14) es dada por

01 (t)
Ur(t) = upqp(t) + upqn(t)

— (k2 + ivkf}) a2 (o),

Be(t) = akal(®)
— (k2R + vkf}) ak(®)
+ (i8R B — 12 (4 + )itk ) g (1),

01 (t)

Bhap () — (ivkah + BK26} ) k(1)
+ (kTR + iy Bk 4R (t)
+ (K82 = )8 a3 (1),

(a2(t), qk(t). q

donde  los  coeficientes

verifican

qi(t) = K*(7* + Dan(t) + Bk 2, (1) + 2K (1),

i (t) = BE?zi(t) + 21, (1),

y zi(t) satisface (21).

Observacion 1. En primer lugar, siendo

(q(F)/2)
(—p(k)/3)3/2

arccosh ((k) = In (g(k) + v/ (C(k))? - 1)

> 1, observamos que

(k) =

Y como kh’m C(k) =1, se cumple lo siguiente:
—00

1
= lim cosh (3 arccosh((k)) =1.

k—o0

k—o0

1
= lim senh (3 arccosh C(k)) = 0.

Proposicion 1. (Bautista et al., 2022.)
Ezisten constantes positivas [ > 0 y M > 0,

tales que

g < 1K,

Re(\3,) < —M,

donde Re(z) denota la parte real de z € C.
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Proposicion 2. (Bautista et al., 2022.) Sean
CL, Ot y €2~ dados por (22). Entonces,

|Gkl < O™, (27)

P+ CpT <Ok, (28)

Observacion 2. (Bautista et al., 2022.) De
hecho, se puede decir mucho mds sobre los
valores propios M y Ay,. De (18), (19) y la
Observacion 1, existe una constante positiva C,

tal que
Ails Aol < CK (29)

Ademas, de (18), (19) y como consecuencia
directa de la Proposicion 1, se tienen las

siguientes estimativas:

L <M (30

)\1,k < RG(A;;C) < -M, m >
2,k

para alguna constante positiva M.

Teorema 1. (Bautista et al., 2022.) Para cada
t >0, ke€Z* existe una constante positiva
M >0, tal que la solucion z(t) de (20) verifica

las siguientes desigualdades:

|20 (t)] < O(k=4)et RoXa),

|24 ()] < O(k2)et Ree), (31)

/()] < MetReGin)

Teorema 2. (Bautista et al., 2022.) Para cada

t >0, k € Z existe una constante positiva

u(t)
M >0, tal que la solucion | ,(t) | de (14)
i (t)
verifica la siguiente estimativa,
[ (1) + B (0) + 18k
< M (JaR1° + @k + R12) P05 (32)
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Para cada s € R, definimos el espacio

V*® = H3(0,27) x H3(0,27) x H3(0,27), (33

=

dotado del producto interior definido por

f1 g1
< f2 ) g2 >
I3 g3 ve

= (f1,91), + (f2,92)s + (f3,93) .

El siguiente resultado nos proporciona un
semigrupo asociado a nuestro problema lineal

homogéneo.

Teorema 3. (Bautista et al., 2022.) Dado

UO

s € R, para cada | +* | en V?®, la familia de
00
operadores lineales (S(t))t>0 definidos por

u® Uk (t)
S| wt [ =D w) | (39
o | "\ G
U (t)
donde los coeficientes T (1) estan dado
01 (t)

por (23), es un semigrupo en V*° y verifica la

siguiente estimativa,

UO UO
Si) | wt <M Wt ; (35)
6° 6°
Vs Vs
donde M es una constante positiva.
Teorema 4. (Bautista et al., 2022.) El

generador infinitesimal del semigrupo (S(t))t>0
es un operador limitado (D(A),A), donde
D(A) =V*t2 y A es dado por (13).

Como consecuencia directa de los Teoremas
3-4 y de la Teoria General de las Ecuaciones
de Evolucion (véase, por ejemplo, Cazenave
& Haraux, 1998, o Pazy, 1983), tenemos el

siguiente resultado de existencia y unicidad:
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Teorema 5. Sea T > 0 y s € R. Para cada

u? f
ut | €VEy | g | €LY(0,T;V?), existe una
0° h

unica solucion

v | €C ([0, V) nC([0,T); V)
0

del sistema

U U f

v | O)=A] v [O+]| g [
0 , 0

u u®

v | (O)=] ' |,

0 6°

que wverifica la formula de wvariacion de las

constantes,
U u® , f
v | @) =S®) | ot +/ S(t—s)| g | (s)ds.
0
0 0° h

Ademds, existe una constante positiva C > 0,

que depende sdlo de s, tal que

u
v
0
o(l0.T}:v )
f u’
<C g ] u'
h 6°
L1(0,T;Vs) Vs

Comportamiento asintético

En esta seccion estudiamos el comportamiento
de las soluciones del sistema (4)-(6), a medida
que el tiempo se hace infinito.

En primer lugar, recordemos las dos siguientes
identidades triviales que se utilizaran con

frecuencia a lo largo de esta seccién: Para dos
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funciones diferenciables cualesquiera
f,g: R—C,

se obtiene que

a Re (fg) = Re (fig+ 9:f) ,

7 (36)

Re (ifg) = —Re(igf). (37)

Resultados principales

A continuacion, enunciaremos y demostraremos
los principales resultados de estabilizacion,
obtenidos del presente trabajo.

Inicialmente, sea E la energia asociada al

sistema (14), dada por

~ 1[ R ~ 2
Bk = 3 |13l + K2l + [B } @)
Se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3. La energia E asociada al

sistema (14) satisface la siguiente identidad:

CE(tK) = -k B

2
T @

Demostracion. Multiplicando (14), por oy, se
tiene que

Vg 10k = — kU0 — ivkOk 0K
= —k*Uply, — ivkOpor  (40)

Ahora, multiplicando (14)5 por a, obtenemos

@cﬁ = —z‘vk@@ — Bk20k0. (41)

Sumando las identidades (40)-(41) y tomando

la parte real de la expresion resultante, sigue
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que

Re (i)\k,ta + k%k@ + é\k,té\k)
o~ = —~ |2
— —kRe ()7 + itxby ) - Bk ‘94 . (42)

De (36) y (37), se deduce que

Re (@kﬁk + KTt + ak,tek)

_dlf o o0 |22
=23 [!’Uk! + K [ug| +‘9k’ , o (43)
Yy
Re (i@,ﬁ + z‘ﬁ@) —0, (44)
respectivamente.

Finalmente, reemplazando las identidades (43)

y (44) en (42), se tiene que

a1 PPt ~ 2
72 {|’0k|2 + K2 | + ‘0k‘ } = —pk? ‘Qk . (45)
lo cual demuestra la Proposicion.
O

Por otra parte, sea

Elu, 0](t)

- %/0% (Jue(t, 2)|? + et 2) 2 + 6(t, 2) ) da,
(46)

la energia natural asociada al sistema (4)-(6),

con f=¢g=0.

Como consecuencia directa de la Proposicion 3,

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6. La energia Elu,0], del sistema
(4)-(6) satisface

d

27
2 plu.0)) = -5 /O 0,(t,2) da. (47)

Demostracion. Inicialmente, es claro que

2
/ ut, 2) 2 dz = S [ (1) 2
0

kez
= [, (48)
kez
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27
|ttt ol de= Y REop, @)
0 ke
27 N
| o= Bor G
0 ke
y
2 N
/0 0.t 2)2dr = S RGO (51)

kEZ
Tomando sumatoria a la identidad (45), resulta
d1 N R 12
S [+ @l + [

dt 2
kez

=YK o

keZ

2
| (52)

Usando las identidades (48)-(51) en (52),

Bautista, G.

Definicion 1. Decimos que la solucion

u

v | €C ([0, T V?)nC([0,T); V)

0
del sistema (4)-(6) decae exponencialmente
para cero en V°, si existen dos constantes

positivas M y u, tales que

u® u®
S| <Me M Wt ,  (55)
6° 6°
VS VS
u°

para cada t > 0 y cada | ' | en V5.

90

El resultado principal de esta seccién es el

Teorema 7. La solucion del sistema (4)-(6)

obtenemos
d1 [*" 2 2 2 o
a2 ), (|ut(t, x)|” + |ug(t, z)|” + 0(t, z)| )dw siguiente:
2m
- —ﬁ/ 6, (t,2) 2 d,
0
demostrando la igualdad (47). O

Observacion 3. Del Teorema 6, se desprende

lo stquiente:

1. Si B > 0, el sistema (4)-(6) es

disipativo. Esto es,

Elu,0](t) < E[u,0](0), VYt >0. (53)

2. Por otra parte, si § = 0, el sistema
(4)-(6) es conservativo. Es decir,

E[u,0|(t) = E[u,0](0), ¥t > 0. (54)

Ahora, debido a la Observacion 3, analizaremos
el caso en que la solucion del sistema (4)-(6)
decae exponencialmente para cero.

Para ello, hacemos la siguiente definicion.

86

decae erponencialmente para cero. Ademds, i

de (55) es dado por

p=—sup {RG(A;:,];)} ,

(56)

donde los autovalores )\étk son dados por (19).

Demostracion. De  la  desigualdad  (26),
obtenemos que
0<M < —Re(\;,), (ke€Zz)
donde M es una constante positiva.
Asi, tenemos que existe
p = inf {— Re()\gtk)} = —sup {Re()\éck)} .
kez ’ kEZ ’

Por otra parte, del Teorema 2 y usando la
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identidad anterior, deducimos que

[t (£)]? + [01,(£)] + 01 (1))

+
< MR (ja)? + a P + R

< Me2 ([P + [t + 0R1) . (57)
Desde que
2
uO
St) | u! =
90
VS
-~ 12 -~ 2 ~ |2
>l 4ol e
keZ

de (57) y (58), se tiene que

2

VS

D

~ |2
[!ﬂk!2+ 50 + [ }
keZ

<

M2y ([ + [kl + 1677)
keZ

2

ud

= Me 2 L

IS

90
VS

de lo cual, al extraer la raiz cuadrada a ambos
lados de la estimativa anterior, se deduce la

desigualdad (55), mostrando asi el Teorema.

O
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CONCLUSIONES

Basandonos en resultados obtenidos por
Bautista et al., 2022, en este trabajo hemos
demostrado el decaimiento exponencial para las

los

soluciones del sistema lineal (4)-(6).

Con respecto al sistema termoelastico, quedan
abiertas las siguientes cuestiones:

¢ Elestudiodelabuenacolocaciony estabilizacion
del sistema lineal, con los parametrosy y B de
modo general.

e Aln queda abierta la posibilidad de obtener
los mismos resultados de buena colocacién
y estabilizacién del sistema no lineal con
condiciones de frontera periddicas, donde los
parametros y y B satisfacen (11) y, luego, cony
y B de modo general, lo que seria objeto de un
futuro estudio.
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