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RESUMEN

Este articulo se ocupa del estudio de las soluciones para la ecuaciéon Benjamin-Bona-
Mahony-Burgers (BBMB) lineal. Demostramos que el problema de valor inicial esta bien
puesto en los espacios de Sobolev periddicos H; (0,27), paratodo's € R, en el sentido que
establecemos teoremas de existencia y unicidad globales para esta ecuacion.

Palabras clave: Ecuacion Benjamin-Bona-Mahony-Burgers lineal, expansidn de Fourier,
teoria de semigrupos.

ABSTRACT
This article is concerned with the study of the solutions of a linear Benjamin-Bona-Mahony-
Burgers (BBMB) equation. We show that the initial value problem is well-posed in periodic

Sobolev spaces #7,(0,27), forall s € R, in the sense that we establish global existence and

uniqueness theorems for this equation.
Keywords: Linear Benjamin-Bona-Mahony-Burgers equation, Fourier expansive, semigroup
theory.
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BUENA COLOCACION PARA LA ECUACION

INTRODUCCION

La ecuaciéon Benjamin-Bona-Mahony-Burgers
(también conocida como ecuacion BBMB)
en derivadas parciales

de la

es una ecuacién

que combina elementos ecuacion
Benjamin-Bona-Mahony o BBM (Benjamin
et al., 1972) y de la ecuacion de Burgers
(en Burgers, 1948). La BBMB representa un
modelo mateméatico de propagacién de ondas
largas de pequena amplitud, que se utiliza
para describir fen6menos fisicos en medios
dispersivos no lineales.

Es conocido en la literatura que la ecuacién
BBM es una versiéon modificada de la ecuacién
de Korteweg-de Vries o KAV (véase, Korteweg
& de Vries, 1985) que modela las ondas de
superficie en canales de agua poco profundas. A
diferencia de la KdV, la BBM conserva algunas
propiedades importantes, como la preservacion
de la forma de las ondas. Por otro lado,
la ecuaciéon de Burgers es una ecuacién de
transporte no lineal que modela fenémenos de
propagaciéon y disipacién en medios continuos.
Tiene aplicaciones en la mecanica de fluidos,
dindmica de gases y otras areas de la fisica.
La de dos modelos

combinaciéon estos

en la ecuacion BBMB permite capturar
tanto los efectos de dispersion como los
fendémenos no lineales en sistemas fisicos.
Esto la hace especialmente relevante en la
descripcion de fenémenos complejos donde
ambas caracteristicas estdn presentes. La
ecuacion BBMB ha sido estudiada tanto desde

el punto de vista tebrico como numérico, y sus
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soluciones han revelado una rica variedad de
comportamientos, desde patrones oscilatorios
hasta formaciéon de choques.

Investigaciones recientes han explorado la
ecuacion BBMB en diversos contextos, como
la interaccion de ondas y la formacion de
estructuras coherentes en medios no lineales.
Los resultados obtenidos a partir de esta
ecuacion han contribuido a la comprensiéon de
los procesos fisicos subyacentes en sistemas
complejos vy han permitido el desarrollo de
nuevas aproximaciones analiticas y numéricas
para resolver problemas desafiantes en la fisica

y la ingenieria.
Por ejemplo, en Arora et al., 2020, consideran

la siguiente ecuacién BBMB no lineal

(1)

Ut — Uggt — QUgy + /eux + uu, =0,

con (z,t) € Q, donde « y 8 son constantes
positivas, Q = (a,b) x (0,T], con condiciones de

frontera

u(a’7 t) = gl(t)v u(b’ t) = g2(t)7 t>0, (2)

y condicién inicial

u(0,z) = f(x), = € (a,b). (3)

Para hallar una soluciéon aproximada a
la ecuacion (1)-(3), los autores utilizan el
Método de Colocacion de Hermite, que es
la generalizacion del Método de Colocacion
Ortogonal en elementos finitos, utilizando
splines de Hermite. En este método, una
funcién de prueba se aproxima mediante
splines de Hermite. Es asi que, los polinomios
base interpolan la funciéon aproximada como
también de sus derivadas sucesivas en cada

punto de nodo.
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Por otro lado, Zhang & Liu, 2021, estudian, en
el dominio (z,t) € Rx(0,7], el modelo dado por

Ut — PlUget — VUge + KUz + Yuug = 0, (4)
con condiciones de frontera periddicas
u(z,t) =u(z+ Lit) s €R, 0<t < T, (5)
y condicidén inicial
u(0,z) = ¢(x), x € R, (6)

donde i y v son constantes positivas, v y k son
parametros y L denota el periodo espacial.
Con la finalidad de obtener una solucién
aproximada, los autores usan el Esquema de
Diferencia Compacta, que es una de las técnicas
numéricas més practicas, la cual tiene ventajas
significativas sobre los métodos estdndar de
diferencias finitas. Esto debido a que obtienen
una matriz de plantilla méas pequenia que genera
una precisiéon de orden superior; ademas, un
dominio de estabilidad més grande permite
tamanos de paso espaciales y temporales mas
grandes. Asi mismo, mediante este método se
obtiene una mejor resolucién para ondas de alta
frecuencia, Por tltimo, es més adecuado para
integraciones a largo plazo y con menos puntos
de frontera les facilitan la discretizacion de la
frontera.
Motivados por lo antes mencionado, el
propdsito del presente trabajo es estudiar la
ecuacion BBMB lineal en un dominio periédico,
para obtener una solucién exacta representada
en series de Fourier.

Més precisamente, consideramos el modelo

Ut — Buac:ct — QUgy + YUg = f: t>0,x¢€ (0,27{'), (7)

donde [, son constantes positivas, = es

un parametro, con condiciones de contorno
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peri6dicas

Au(t,0) = Ou(t,2n),t >0, 0<r<1, (8

siendo r € N, y condicién inicial

u(0,z) = u’(z), z € (0, 2). 9)

El principal objetivo de este articulo es
mostrar que la ecuacion (7)-(9) posee una tnica
solucion que depende continuamente de los
datos iniciales.

La parte restante de este trabajo esta

organizada de la siguiente manera: la

seccion 2 estd evocada a los resultados

preliminares, donde introducimos algunas

notaciones y espacios fundamentales que

se utilizaran a lo largo del trabajo. En la
seccion 3 demostraremos la buena colocacién

de la ecuacién lineal donde, inicialmente,

estudiaremos la ecuacién homogénea vy,

como consecuencia directa de la Teoria

de

presentamos un resultado

(7)-(9)-

Finalmente, daremos algunas conclusiones que

Semigrupos,

para el problema no homogéneo

se desprenden de los resultados que hemos

obtenido y algunos problemas en abierto.

Preliminares

Primero introducimos algunas notaciones. Para
cada v € L?(0,27) y k € Z, denotamos por Uy
el k—coeficiente de Fourier de v,

1 27 "
Vg, v(z)e " da,

:%0

y, para cada m € N, definimos el espacio

HI(0,27)
=quv=">Y He* e L2(0,2m) | D [0xP(1 + k)™ < 00
keZ kEZ

el producto interior
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(v, w)m = Z@kﬁik(l +EH™.
kez

(10)

La norma correspondiente a (10) es denotada
por || ||m. Se puede ver que

H(0,2m)
o"v
ox”

o"v

- ox”

(0)

:{vGHm(O,27r) (277),0§r§m71},

donde H™(0,27) representa el espacio clasico
de Sobolev de exponente m en (0, 27). Podemos
extender la definicion H;*(0,27) al caso
m = s > 0, un numero real no negativo,

estableciendo

Hp(0,2m)

= {v = Tpe™ € H(0,27) | Y [5k*(1+K?)° < o0 } .

kEZ keZ

(11)

Para cada numero real no negativo s,

Hp (0, 27) también puede verse como un espacio

de Hilbert con respecto al producto interior

definido por (10)) con m sustituido por s. En
particular, para cada v € H,(0,2m),

[vlls = (Z o] * (1 + k2)8> .

keZ
Tal y como se indica en [6], para s < 0
definimos el espacio H,(0,27) como el dual
topologico de H, *(0,2m):
H3(0,2m) = (H, *(0,27)) .
El teorema de la representacién de Riesz
garantiza que cualquier v € HS(O,QW) =

L?(0,27) se puede identificar con un elemento
wy € (HS(O,QW))/ tal que

wy(2z) = /0 i z(z)v(z) dz (z € H;(0, 2m)) .

Tradicionalmente, la misma notacioén se utiliza
para v y w, (los espacios (H)(0, 277))/ y
H)(0,27) son identificados).

Dado s < 0, cada elemento w € Hp(0,27)

puede expandirse de forma tinica de la siguiente

manera

~ _ikx
w = wge ",

kEZ

(12)
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%w (e_““”) para cada k € Z. El

ligero abuso de notaciéon en (12) (el elemento

donde W, =

w del lado izquierdo no es una funciéon de x y
la funcién exponencial e*** en la derecha es en
realidad el representante de esta funcion L? en
el espacio dual) se compensa con el hecho de
que la expansion (12) se parece exactamente a
la correspondiente a un elemento en un espacio
H?® con exponente positivo s. Por otro lado,
el siguiente mapeo es un producto de dualidad

entre H;(0,27) y H,*(0,27), para cada s > 0,

<U,w>s = Zﬁk’&)\_k’ (13)

donde v € Hy(0,2m),w € H,*0,2m).

Consecuentemente, si s < 0, el espacio
H;(0,2m) puede definirse también por (11)
y puede verse como un espacio de Hilbert
con respecto al producto interior (10) con m

sustituido por s.

Buena colocacion de la ecuacion

BBMB lineal

La ecuacion homogénea

En esta seccion, estudiaremos las principales
propiedades de la ecuacibon BBMB. Mas
precisamente, consideramos la ecuacion (7)-(9),

donde f =0.
En primer lugar, observemos que la ecuacién

(7)-(9) puede escribirse en la siguiente forma

vectorial:
ur(t) + Au(t) = 0,
(14)
w(0) = u°,
donde A H(0,2m) — Hy(0,2m) es el

operador lineal compacto, definido por

A= (I-82)" (70x — ad?). (15)
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Recordemos que, para 8 > 0, el operador

(I — BO%)~1 es definido de la siguiente manera:

V= Bz =@
(I-p0) lo=ve

v(0) =v(2m) = 0.
Entonces, si ¢ € L?(0,27), se tiene que existe
una Unica solucion
v e H?(0,2m) N Hy (0,27)

verificando la ecuacién anterior y, asi,

(I —Ba2)~": L*(0,27) — L*(0,2m)

es un operador compacto bien definido.
Ahora, supongamos que el dato inicial en (9)
estd dado por

u’ = dpe .

keZ
Formalmente, la solucion de (7)-(9) puede

escribirse como

w=" dp(t)e™,

kEZ

donde ug(t) satisface

(14 BE*) () (t) + (ak® + ivk)ux(t) = 0,

u(0) = ay,
para cada t € (0,7).

Se tiene el siguiente resultado.

Lema 1. Para cada k € Z*, la solucion uy(t)
de (16) es dada por

(1) = ape ", (17)

donde z(k) = wi (k) + iwz(k), siendo

ak? vk
“Trae VW= e

Demostracion. Es facil ver que el sistema (16)

w1 (k)

es equivalente a

% (@ e ™) =o.

Por lo tanto, integrando la indentidad anterior
desde 0 hasta t y teniendo en cuenta el dato

inicial , deducimos (17).
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Observacion 1. Desde que B, > 0, se tiene

que

« [
m <wi(k) < B (18)
Ast, de (18), obtenemos que

T

e—%t S e—’wl(k?)t S e— T8 ,
para todo t > 0.

Observacion 2. Por otro lado, desde que
z(k) = wy (k) + iwa(k),

se tiene que
2

‘fz(k)t _ 1’

_ ‘efwl(k)t—iwg(k)t _ 1)2

_ | —wi eyt . 7

=le (coswa(k)t — isenwa(k)t) — 1

2
= ‘ (efwl(k)t coswa(k)t — 1) — et ) gen 4y (k)t‘

— 2w (k)¢ wy (k)

=e +1-—2e * cos wa (k)t.

Siendo wy (k)t, wa(k)t € C(R), de lo anterior,

deducimos que

2
lim ’e—“’“)t —1l =0
t—0

Resultados principales

A continuacion, enunciaremos y demostraremos

los teoremas principales del presente trabajo.

En la secuencia, M y C' denotan una constante
positiva genérica que puede cambiar de una

linea a otra.

Se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 1. Para cada t > 0, k € Z*,
la solucion uy(t) de (16) wverifica la siguiente

estimativa:

—2a
(O < [aPe T, (20)
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Demostracion. De (17) y la Observacion 1,

obtenemos

~ 02| _ 2
[ (0)]? = [af]* e

|AO|2 —2wq (k)t —sz(k)it2
|’\0|2 —2’u)1(k)t
~02 725t
< [ug["e ™"
resultando (20). O

El siguiente resultado nos proporciona un
semigrupo asociado a nuestro problema lineal

homogéneo.

Teorema 2. Sea seR.
Para cada w® € H3(0,27),
operadores lineales (S(t))t>0 definidos por

(tyu’ = Zﬂk (t)e™™,

kEZ

la  familia de

(21)

donde los coeficientes 7 (t) estdn dado por
(17), es un semigrupo en H,(0,2m) y verifica

la siguiente estimativa:

|S(t)u’|

H3(0,2m) = ||UOHH;(O,27\—)' (22)

Demostracion. Por el Teorema 1, se tiene que

2
> an(t)e = lant)* (1 + k?)°
kez H5(0,2m)  REZ
= Z |uk ]. + k
keZ
< YR PeT A+ k)
kEZ
<> laP(+ k)
keZ
= ||UOHH1§(O,2W)'
Entonces, (S(t))i>0 es un operador lineal,

continuo, bien definido y satisface (22). Es facil
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comprobar que S(0) = I, S(t1) o S(t2) = S(t1 + t2)

para cada t1,to € RT.

Ademas,
0 012
HS(t)u —u |H;(0,27r)
= Z ‘ |2\I/k 1 =+ k‘ )
kEZ
donde

2
i (t) = |e "M -1

Por lo tanto, de la identidad anterior y por la

Observacion 2, deducimos que

lim S(t)u’ = u°,

t—0
en H;(O, 27) y la prueba esta completa.
O

Teorema 3. El generador infinitesimal del
semigrupo (S(t))e>0 es un operador limitado
(D(=A),—A), donde D(—~A) = H;(0,27) y el
operador A es definido en (15).

Demostracion. Vamos a demostrar que

0_,0
lm St)yu’ —u _

lm == —A (),
si y sblo si u® € H3(0,2m).
Esto equivale a mostrar que la derivada en cero
de la serie > a(t

zkz

donde los coeficientes
keZ

Uk (t) satisfacen (17), es convergente a —A (u°)

en Hp(0,27) siy solo si u’ € Hy(0,2m).

Denotamos por

Sn(t)= Y ax(t)e™.

[k|<N

Afirmamos que
[Sn1; (0) = —A(Sw) (0). (24)

; - 0_ 50 ik
En efecto, si, consideremos w’ =3, ., wpe'™?,

donde

u(0), [k <N,
oy =
0, |k| > N,
se tiene que A (Sy) (0) = A(w?).
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Por lo tanto, si —A(w") = g, obtenemos

— (¥0: — ad3) (w°) = (I = B83) (9)-
Aplicando Transformada de

igualdad anterior, se tiene

~ ak? + ivk 20
k= 1+pk2 ) "F

ak?+ivk \ ~
— (%) o), Ik <N,

0, |k| > N.
Asi, tomando en cuenta (16), tenemos que
—A(SN)(0) = —A(w’) = ¢
~ ikzx

= gre
kEeZ

- > () o

[k|<N

_ Z ak’t(o)eika:

[k|<N

= [Sn], (0),

mostrando la identidad (24).
Sea (D(B),B) el generador infinitesimal del
semigrupo (S(t))¢>0. Si w® € D(B), de (24) se

tiene que

B (0) = i SO
= [Z% ﬂk(t)e““} (0)
= Jim_[Sx], (0) t (25)
= lim —A(Sy) (0)
= —A(u"). (26)

Asi, v’ € D(-A) = H3(0,27) ¥

B(u’) = -A(u°),
para cada «° € D(B). Reciprocamente, sea u° €
D(—A) = H;(0,2r). Debemos demostrar que la
serie |y "dx(t)e™ | (0) es convergente. Esto es

keZ t
equivalente a mostrar que

ug(t)

[Snl, (0 =1 > | w(t) || (0)
k<N |~
Gk(t)

t
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es una secuencia de Cauchy. En efecto,

118+l (0) — 18], (O35 0.2

= Z [k, (0)* (1 + &2)°. (27)
N<IKI<N+p
De (16) se deduce que
|+ (0)
ak? 4+ ivk 2 ~ 2
= | T1pRz |x (0)]
B a2k4 72k2 R 5
B ((1 O LR +ﬂk2)2) [ (0)l
o’ ’Y2 ~ 2
= + |t (0)]
@E+0" " (+am)’
2 2
(5o
< Mlax(0)[*, (28)

donde M es una constante positiva que soélo
depende de a, B8y 7.

En consecuencia, de (27) y (28), obtenemos la

siguiente estimativa:

1SN +], (0) = [Sx], (O)[1V«

<MY

N<|k|<N+p

@R * (1 + k)", (29)

y como u° € D(—A) = H5(0,2r), de (29), se tiene

que

[Sn], (0) = [Z ﬂk(t)eikz] (0)

[k|<N
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es una secuencia de Cauchy. Luego,

—A () = Jim —A(Sx) (0)

= lim [Sn], (0)

N —oco

- [Zﬂk(t)eikz:| (0)

keZ

0 0

~ lim St)u” —u
t—0 t

=B (uo)

para cada v’ € D(—A) = H3(0,27).

El problema no homogéneo

Debido a una directa consecuencia de los
Teoremas 2-3 y de la Teoria General de las
Ecuaciones de Evolucion (véase, por ejemplo,
Cazenave & Harauz, 1998, o Pazy, 1983),
tenemos el siguiente resultado de existencia y
unicidad:

Teorema 4. Sea T > 0 y s € R. Para cada
u’ € Hy(0,2m) y f € L' (0,T;Hy(0,2m)), existe
una unica solucion

ue C* ([0,T); Hy(0,27)) N C ([0, T); Hy(0,27))

del sistema

ue(t) = —Au(t) + f,

u(0) = u?,

que verifica la formula de wvariacion de las

constantes:

u(t) = S(t)u’ —&-/0 St —o)f(o)do.
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Ademds, existe una constante positiva C > 0,

que depende sdlo de s, tal que

||u||c([o,T];H;(0,27r))

0
<cC (||f||L1(0,T;H;*2(0,27r)) + Hu ’ H;(o,zw)) :

Hatun Yachay Wasi 3(1), 2024 ISSN: 2955 - 8255
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CONCLUSIONES

En este trabajo se demuestra, inicialmente, un
resultado de buena colocacidon global para la
ecuacion BBMB lineal homogénea, ecuacion que
depende de algunos pardmetros. En segundo lugar,
como una consecuencia inmediata de la teoria de
semigrupos, obtuvimos la buena colocacién para la
ecuacién BBMB lineal no homogénea.

Agregado a ello, existen algunas interrogantes
interesantes que surgen de este trabajo y que
merecen un estudio mas profundo:

e Como consecuencia del Teorema 1,es muy
probable que la solucidn de nuestra ecuaciéon
BBMB tenga uncomportamiento
asintético que tienda para cero, cuando t
- oo, Es decir, obtendriamos la estabilidad
exponencial de la BBMB lineal.

lineal

e También quedaabiertala posibilidad de obtener
la buena colocacién para la ecuacion no lineal
del tipo (1) o del tipo (5), con condiciones de
frontera periddicas.

¢ Finalmente, también se estudiaria la estabilidad
exponencial para las soluciones de la ecuacion
BBMB no lineal.

¢ Todo lo mencionado anteriormente sera objeto
de un futuro estudio.
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