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RESUMEN

Este articulo se centra en la ecuacidon de Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) cuando
el modelo se encuentra en un dominio periddico. Ampliamos los resultados previamente
obtenidos en Bautista, 2023, referentes a la ecuacion lineal. A través de un analisis espectral
y la expansién de Fourier, demostramos que las soluciones de la ecuacién lineal exhiben
un decaimiento uniforme hacia cero. En el caso de decaimiento uniforme, el resultado se
extiende para la ecuacion no lineal.

Palabras clave: Decaimiento exponencial, ecuacién Benjamin-Bona-Mahony-Burgers,
expansion de Fourier, teoria de semigrupos.

ABSTRACT

In this paper we are concerned with a Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) equation,
when the model is posed on a periodic domain. We extend the results obtained in Bautista,
2023, for the linear equation. By means of spectral analysis and Fourier expansion, we prove
that the solutions of the linear equation decay uniformly to zero. In the case of uniform
decay, the result is extended for the nonlinear equation.

Keywords: Exponential decay, Benjamin-Bona-Mahony-Burgers equation, Fourier expansive,
Semigroup theory.
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DECAIMIENTO DE LAS SOLUCIONES

INTRODUCCION

En la literatura de ecuaciones de evolucién,
ecuaciéon de

(BBMB)

como es bien sabido, la
Benjamin-Bona-Mahony-Burgers
combinacién de la  ecuacién

(BBM)

es una
de Benjamin-Bona-Mahony (ver:
Benjamin et al., 1972) y de la ecuacion de
Burgers (ver: Burgers, 1948). La ecuacion
resultante es una ecuacién en derivadas
parciales no lineal que describe la evolucién
de una variable en funcion del tiempo y
del espacio, teniendo en cuenta efectos de
dispersiéon y no linealidad. Cuando hablamos
de dispersién, nos referimos a la propagacion
de ondas, y la no linealidad se refiere a
la dependencia no lineal de la variable con
respecto a sus derivadas.

La ecuaciéon BBMB destaca por su capacidad
para modelar fenémenos fisicos, siendo
especialmente relevante en ingenieria para
mejorar la comprensiéon y prevision de
pardmetros clave en la evolucién temporal
y espacial. Un ejemplo aplicativo es su uso
en la simulacién de transporte de fluidos en
tuberias, especialmente cuando se enfrentan a
patrones periédicos. Asimismo, en el disefio de
estructuras expuestas a cargas dinamicas, como
puentes ante corrientes de agua periddicas,
la ecuacion BBMB se utiliza para estudiar la
interaccion fluido-estructura. En estos casos, la
condicién periddica es crucial, y la combinaciéon
de dispersion y no linealidad impacta en la

propagaciéon de ondas, siendo esencial para

un disefio seguro y eficiente en sistemas de
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transporte de fluidos y puentes.

Es importante destacar que el estudio tedrico
de la ecuacion BBMB sienta las bases
fundamentales para potenciales aplicaciones
en la ingenierfa. Comprender a fondo las
de las

propiedades y comportamientos

soluciones del modelo proporciona una
plataforma so6lida para el desarrollo y la
innovaciéon en diversas areas, subrayando asi
la importancia del anélisis teorico.

Es asi que respaldados por lo anteriormente
expuesto, y basandonos en los resultados
obtenidos en Bautista, 2023, el objetivo de
este trabajo es investigar el comportamiento
asintotico (es decir, para tiempos
suficientemente grandes) de las soluciones de

la ecuacion BBMB en un dominio periédico.

Mas precisamente, consideramos el modelo

(1)

Ut — Bua:mt — QUgy + YUy + UUy = 0,

cont >0,z € (0,27), siendo 3, constantes
positivas, v es un parametro. El modelo esta

sujeto a condiciones de contorno periédicas

Ayu(t,0) = Oyu(t,2r),t >0, 0<r<1, (2)

siendo r € N, y condicién inicial

uw(0,z) = u’(z), € (0, 27). (3)

El objetivo principal de este articulo es
demostrar que las soluciones de la ecuacién
(1)-(3) experimentan una decaida uniforme
hacia cero en espacios de Sobolev apropiados.
El presente trabajo estd organizado de la
siguiente manera: inicialmente, introducimos
algunas notaciones importantes. En segundo
lugar, mencionamos los resultados de buena

colocacion, demostrados en Bautista, 2023, que
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DECAIMIENTO DE LAS SOLUCIONES

seran fundamentales a lo largo de nuestro
analisis. Como tercer punto, estudiaremos el
comportamiento asintético de las soluciones
de la ecuacion lineal asociada a (1)-(3),
donde mencionamos y mostramos nuestros
resultados principales. Luego, demostramos
el decaimiento uniforme de las soluciones
de la ecuacion no lineal (1)-(3), para datos

iniciales pequenos. Finalmente, se daran

algunas conclusiones y posibles problemas y

temas para investigaciones futuras.

Preliminares

Primero introducimos algunas notaciones.
Denotarems por L%(0,27) el espacio de
las funciones reales/complejas y cuadrado
integrables en el intervalo (0,27). Para cada
v € L?(0,27) y k € Z, denotamos por vy el
k—coeficiente de Fourier de v definido por:

2
. 1 T

Uk v(z)e” ** dz,

=3 /.
y, para cada m € N, definimos el espacio

HI(0,27)

={v= Tpe*T e L2(0,27)
keZ

ST+ R < oo}

kEZ

con producto interior

(v,w)m = Z,ﬁk’lﬁik(l + If2)m
kEZ

(4)

La norma correspondiente a (4) es denotada
por || ||m. Se puede ver que

H(0,2)
o"v
ox”

o"v
ox”

:{veHm(0,27r) (0) = (27r),0§7‘§m—1}7
donde H™(0,27) representa el espacio clasico

de Sobolev! de exponente m en (0,27).

Bautista & Potenciano

Podemos extender la definicion H}*(0,27) al
caso m = s > 0, un nimero real no negativo,

estableciendo

H3(0,27)

=qu=Y e € H*(0,27) | > [0|* 1+ k%) < o0 5.
kEZ kEZ

(5)

Para cada nimero real no negativo s,
H,(0,2m) también puede verse como un espacio
de Hilbert con respecto al producto interior
definido por (4) con m sustituido por s. En

particular, para cada v € H,(0,27),

[o]ls = <Z [ (1 +k2)s> :

ke,
Para s < 0, definimos el espacio H;(0,2m)
como el dual topologico de H,, *(0, 27):

S —S 4

HE(0,27) = (H,*(0,27))’ .
El teorema de la representacion de Riesz
garantiza que cualquier v € HS(O,ZW) =

L?(0,27) se puede identificar con un elemento
wy € (HS(O,ZW))/ tal que

wy(z) = /O% z(z)v(z)dz (2 € H)(0,27)).
Tradicionalmente, la misma notacién se utiliza
para v y w,, de manera que los espacios
(H(0, 277))/ y HJ(0,27) son identificados.
Dado s < 0, cada elemento w € H,(0,2)

puede expandirse de forma tinica de la siguiente

manera
w = Zﬂ)\keikm,
k€
donde wy, = %w (e*i’”) para cada k € Z. El

(6)

ligero abuso de notacion en (6) (el elemento w
del lado izquierdo no es una funcién de x y
la funcion exponencial e*** en la derecha es en
realidad el representante de esta funcion L? en
el espacio dual) se compensa con el hecho de

que la expansion (6) se parece exactamente a

!El espacio de Sobolev H™(0, 27) consiste de todas las funciones en L?(0,27) cuyas derivadas hasta el orden

m también pertenecen a L2(0, 27).
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la correspondiente a un elemento en un espacio
H? con exponente positivo s. Por otro lado,
el siguiente mapeo es un producto de dualidad

entre H;(0,27) y H,*(0,27), para cada s > 0,

<vvw>s = Zakﬁ)\fka (7)

donde v € H;(0,2m), w € H,°(0,2m). En

consecuencia, cuando s < 0, el espacio
H;(0,2m) puede definirse mediante (5) y
puede ser conceptualizado como un espacio
de Hilbert con respecto al producto interno
(4), donde m es reemplazado por s. De esta
manera, se amplia la nocién de espacios de
Sobolev periddicos con exponentes positivos
(incluyendo el cero) a exponentes negativos,
utilizando un argumento de dualidad. Este

enfoque es un recurso comuinmente empleado

en matematicas.

La ecuacion lineal

En esta secciébn estudiaremos algunas

propiedades para la parte lineal de la ecuacién

(1)-(3)-

Es decir, consideremos

Uy — Buxxt — QUzy + YUy = 0,t>0,z € (0,271'),

(8)
donde B8 y « son dos constantes positivas,
~ un parametro, con condiciones de contorno
periodicas

Ou(t,0) = du(t,2m),t >0, 0<r<1, (9)

siendo r € N, y condicién inicial

u(0,z) = u’(z), = € (0,27). (10)

Existencia y unicidad de soluciones

Inicialmente, observemos que la ecuacién

(8)-(10) puede escribirse en la siguiente forma
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vectorial:
ug(t) + Au(t) =0,
(11)
u(0) = uY,
donde A H;(0,2m) — Hy(0,2m) es el

operador lineal compacto, definido por

A= (I-80)"" (10, —ad?).  (12)

Ahora, supongamos que el dato inicial en (3)

estd dado por
W0 — Z Weike.
keZ

Formalmente, la solucion de (11) puede

escribirse como
u = g g (t)e*?,
kez

donde ug(t) satisface

{ (1 + BE2)(Tn)e () + (ak® + ivk)an(t) = 0,
(13)

ux(0) = ay,
para cada t € (0,7).
Los siguientes resultados, cuyas demostraciones
se encuentran detalladas en Bautista, 2023,

seran necesarios para nuestro estudio.

Lema 1. (Bautista, 2025.) Para cada k € Z*,
la solucion uy(t) de (13) es dada por

n(t) = age M, (14)

donde z(k) = wi (k) + iwz(k), siendo

ak? vk

ST v el=

Observacion 1. Desde que 8, > 0, se tiene

que
« «
—— < k) < —. 15
148 = wi(k) < 3 (15)
Asi, de (15), obtenemos que
e Bt < emwih)t < oA, (16)

para todo t > 0.
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Teorema 1. (Bautista, 2025.) Para cadat > 0
k € Z*, la solucion ug(t) de (13) wverifica la

sigutente estimativa:

[ (6)] < [aple Mt < [aplest. (17)

El siguiente resultado nos proporciona un
semigrupo asociado a nuestro problema lineal

homogéneo.

Teorema 2. (Bautista, 2023.) Sea s € R.
Para cada w® € H3(0,27), la familia de
operadores lineales (S(t))t>0 definidos por

Sy’ = (),

kEZ

(18)

donde los coeficientes 7(t) estdn dado por
(14), es un semigrupo en H,(0,2m) y verifica
la stguiente estimativa:

Is@e®ll, < |l (19)

Teorema 3. (Bautista, 20253.) El generador
del (S(t)i=0 es
un operador limitado (D(—A),—A), donde
D(—A) = H(0,27) y el operador A es definido
en (12).

infinitesimal SEMIGrupo

Por otro lado, como consecuencia directa de
los Teoremas 2-3 y de la Teoria General de las
Ecuaciones de Evolucion (véase, por ejemplo,
Cazenave & Harauz, 1998, o Pazy, 1983),
tenemos el siguiente resultado de existencia y

unicidad:

Teorema 4. Sea T > 0 y s € R. Para cada
u’ € Hj(0,2) y f € L' (0,T; Hy?(0,2m)), existe

una unica solucion

ue C* ([0,T); Hy~(0,2m)) N C ([0, T); Hy(0,27))
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del sistema

u(0) = u°,

que wverifica la formula de wvariacion de las

constantes:

u(t) = S(t)u’ + /0 S(t—o)f(o)do.

Ademds, existe una constante positiva C > 0,

que depende sdlo de s, tal que

Hu||c([O,T];H;(0727f))

<C (||f||L1((),T;H;*Z(o,zw)) + Hu0||5> :

Es importante destacar que la férmula de
variaciéon anterior demuestra la existencia de
soluciones. Ademés, en el caso donde f = ug =
0, el valor del lado derecho de la desigualdad
anterior es cero, lo que implica que u = 0. Este
dltimo argumento muestra la unicidad de las

soluciones asociadas al sistema lineal.

Comportamiento asintético para la

ecuacion lineal

En esta seccion estudiaremos el comportamiento
de las soluciones de la ecuacion lineal (8)-(10),
a medida que el tiempo se hace infinito.

recordemos la siguiente

En primer lugar,

identidades trivial que se utilizard con

frecuencia a lo largo de esta secciéon: Para dos

funciones diferenciables cualesquiera
f,g:R—=C,

se obtiene que

d

—Re(fg) = Re (ft§+ gt?) .

o (20)

Hatun Yachay Wasi 3(2), 2024 ISSN: 2955 - 8255
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Resultados principales

A continuacién, enunciaremos y demostraremos
los principales resultados de estabilizaciéon para
la ecuacion BBMB lineal.

Sea E la energia asociada al sistema (13),

definida por

1

E(t,k):2

A+ 8 [a®P] . 1)

Se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1. La energia E asociada al

sistema (13) satisface la siguiente identidad:

d ~
—E(t, k) = —ak? | (t))?.

7 (22)

Demostracion. Multiplicando (13) por Uy, se

tiene que
(14 8Ky iy, = —(ak® + ik [, (23)

Tomando la parte real a la identidad (23), sigue

que
Re ((1 n 51@2)%@7) — —ak? a2, (24)
Por otro lado, de (20), se deduce que
Re ((1-+ 8Ky, i
=S [ave P @)

Finalmente, reemplazando la identidad (25) en

(24), se tiene que

d1 2 ~ 12
e 1 2 —— 2 2
=5 [ B ] = —akt @, (20)
lo cual demuestra la Proposicion.
O

Ahora, sea

Bt = | 7 (1t 0) + Bluatt, ) ) o, @0
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la energia natural asociada a la ecuacion (11).
Como consecuencia directa de la Proposicién 1,

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5. La energia E(t), asociada a la
ecuacion (8)-(10), satisface

d

27
g = —a /0 up(t ) do. (28)

dt

Demostracion. Inicialmente, es claro que

27
| ez = S o

keZ

(29)

27
/0 ot )P de = Y K2 [a(0)2. (30)

kEZ

Tomando sumatoria a la identidad (26), resulta

oS [ o) ]
keZ

=—a ) K|

kEZ

(31)

Usando las identidades (29)-(30) en (31),

obtenemos

d1 2
G5 [ (o) + shuste.o)?) do

2
= —a/ lug (t, 2)|? de,
0
demostrando la igualdad (28). O

Observacion 2. Del Teorema b5, desde que
a > 0, tenemos que la ecuacion (11) es

disipativa. Fsto es,

E(t) < E(0), ¥t > 0. (32)

Ahora, debido a la Observacion 2, analizaremos
el caso en que la solucién de (8)-(10) decae
exponencialmente para cero.

Para ello, consideramos la siguiente definicion.

Hatun Yachay Wasi 3(2), 2024 ISSN: 2955 - 8255
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Definicién 1. Decimos que la solucion
ue C* ([0,T); Hy(0,27)) N C ([0, T); Hy(0,27))

de (8)-(10) decae exponencialmente para cero
en H,(0,2m), si existen dos constantes positivas

M y p, tales que

IS@ (@)l < Me™* [[u°]

(33)

s b

para cada t > 0 y cada v € Hy(0,27).

El resultado principal de esta seccién es el

siguiente:

Teorema 6. La solucion de (8)-(10) decae

exponencialmente para cero. Ademds, el

parametro p en (33) es dado por

p = inf {Re(z(k))}, (34)
kEZ
donde z(k) es definido en el Lema 1.
Demostracion. De  la  desigualdad  (15),

obtenemos que

0< 2 < Re(2(k)),

175 = (keZ).

Asi, tenemos que existe

w= ff {Re(z(k))} -

Por otra parte, del Teorema 1 y usando la

identidad anterior, deducimos que

|ak (t) |2 < ef2t Re(z(k)) ‘/ﬁg‘Q

< e 2 a)2. (35)

Desde que

IS@u’|2 =3 fan(®)?,

kEZ

(36)
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de (35) y (36), se tiene que

IS@|2 =" [a(®)]?

keZ
< e S g
kEZ

= e ),

de lo cual, al extraer la raiz cuadrada a ambos
lados de la estimativa anterior, se deduce la
desigualdad (33), mostrando asi el Teorema.

O

La ecuacién no lineal

En esta secciéon estudiaremos algunas
propiedades para la BBMB no lineal.
Inicialmente, escribimos la ecuaciéon (1)-(3) en

su forma integral
ug(t) + Au(t) + Nu(t) =0, u(0) =’ (37)
donde el operador N es definido por
N = (1-005)," (wwa),  (39)

y A es el operador compacto definido por (12).
Asi, obtenemos que la solucion de (37) es dada

por

t
u(t) = S(t)ud - / S(t — T)N(w)(r) dr, (39)
0
donde (S(t))¢>0 es el semigrupo definido en el
Teorema 2.
Resultados principales

Ahora estamos en condiciones de demostrar
la existencia, unicidad y estabilizacién para
las soluciones de la ecuacion no lineal (1)-(3)

a partir de datos iniciales suficientemente

Hatun Yachay Wasi 3(2), 2024 ISSN: 2955 - 8255
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pequenos, cuando la ecuacién lineal es
exponencialmente estable, es decir, bajo la
hipotesis del Teorema 6. La demostracion se
har4 mediante un argumento iterativo de punto
fijo. Por lo tanto, las aplicaciones del siguiente
Lema, demostrado en Bona et al., 2004, seran

necesarias:

Lema 2. Sea s > —1. Existe una constante

C > 0, dependiendo sdlo de s, tal que

fglls < Cllflls+allglls+,
para todo f,g € H5T(0,2m).
Se tiene el siguiente resultado.

Lema 3. Para cada u,v € H;(O,Qﬂ), existe

una constante C > 0 tal que

[N (u)lls < Cllull3, (40)

IN(u) = N ()]s < C([[ulls + [[o]ls)][u = vlls,
(41)

para todo s > 0.

Demostracion. De (38), deducimos que

(1-b02), N(w) = L=

Tomando transformada de Fourier a la

igualdad anterior, tenemos
— ik

(N(u)y, = m(lﬂ)k'

—

(42)
Asi, de (42), obtenemos

IN(W; = (1 +k%)°
keZ
(1—|—k‘2)8k2 2
=2 <2(1 ¥ bk2)2> ‘(“2)’“‘

keZ

(N (w),

’2

<oy,
keZ

= Clle?[3-s. (43)
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Luego, para cada s > 0, de (43) y el Lema 2,

resulta que

IN()l, < Cllulls—

< Cllullsllulls = Cllullz,

mostrando la desigualdad (40).
Por otra parte, procediendo de manera similar
a lo hecho anteriormente y utilizando el Lema

2 , se tiene que
IN(u) = N(v)|ls < Cllu?® = v*||s-1
< Clluvlsllu = vl
< C(lfulls + [[oll)llw = vl]s,

para cada s > 0, demostrando la estimativa

(41). O

El resultado principal del presente trabajo es el

siguiente:

Teorema 7. Sea s > 0. Existen constantes
r>0,C >0ypu >0, tales que, para cada

u € Hy(0,2), satisfaciendo
[lulls <,

la ecuacion (1)-(3) admite una dnica solucion

u € C([0,00); Hy(0,27)) que verifica

lulls < Ce™u’|ls  (t20).  (44)

Ademds, 1 se puede tomar como en (34).

Demostracion. Observamos que se cumple el
Teorema 6. Por lo tanto, existen constantes
M, > 0, tales que la desigualdad (33) es
satisfecha. Para utilizar un argumento de punto

fijo, definimos el espacio

Yo ={ue C([0,00); Hy) : e"'u € C([0,00); H})}

Hatun Yachay Wasi 3(2), 2024 ISSN: 2955 - 8255
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con norma

lully,,, == sup |le"u(t)]]s,
0<t<oo

y el funcional I" : Y ,, — Y , por

L(u)(t) = S(t)u’ — /0 S(t—7)N(u)(r)dr.

Entonces, combinando la estimativa (40) y el

Teorema 6, obtenemos

[IT(w) (®)]

t
< Me M |[u°l, + M / e~ N () ()| dr
0

ls

2

S

< M(f‘“f||'zf)|\S + MCe ™ sup [le" T u(T)]|
0<r<t

(45)

para cada t > 0 y algunas constantes positivas
MyC.

Luego, si tomamos u € Bg(0), donde
Br(0) = {u € Yopillully,, < R},
de (45) concluimos que

I0(w)lly,,. < M[e’lls + MCllulf5,,

< Mr+ MCR?. (46)

Un calculo similar muestra que, para cada

u,v € Bg(0) y usando (41), se tiene que

[ (T(u) = T(v) @)ls
< Me ™" sup [|e"” (N (u) = N(v)) (7)lls

0<r<t

< MCe™#
0<

<2RMC sup [|e"" (u—v) (T)]]s-
0<r<t

Por lo tanto,

P
= ’8CM?’

(47) deducimos que la aplicacion

Escogiendo R = 2Mr y r de (46) y

I': BR(O) - }/5711 — BR(O)
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es una contraccion (es decir 2RMC < 1), por
lo que admite un tnico punto fijo u € Bg(0)

que resuelve la ecuacion integral (37). Ademas,
|le!u(t)||s < R = 2Mr (t>0).

La demostraciéon del Teorema esté completada.

O]

sup ((l[u(m)lls + (Il (w = v) (7]l5)

Hatun Yachay Wasi 3(2), 2024 ISSN: 2955 - 8255
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CONCLUSIONES

Tomando en cuenta los resultados obtenidos en
Bautista, 2023, en este trabajo, inicialmente, hemos
demostrado el decaimiento exponencial para las
soluciones del sistema lineal (8)-(10). En segundo
lugar, utilizando los resultados obtenidos para la
BBMB lineal, demostramos la existencia, unicidad
y el decaimiento uniforme para las soluciones de
la ecuacién BBMB no lineal (1)-(3). Este resultado
muestra la robustez y aplicabilidad de los conceptos
desarrollados.

Agregado a ello, existen algunas interrogantes
interesantes que surgen de este trabajo y que
merecen un estudio mds profundo:

e Sea una funcidn suficientemente regular en
en el sentido que posee suficientes derivadas y
consideremos la ecuacion

Si , podemos ver que la ecuaciéon anterior
es, justamente, la ecuacién (1), la cual fue
estudiada en este trabajo. Es asi que, utilizando
los resultados obtenidos en Bautista, 2023,
queda abierta la posibilidad de obtener |la buena
colocacién para la ecuacion no lineal del tipo
(48), con condiciones de frontera periddicas.

e Ademas, se estudiaria el decaimiento uniforme
para las soluciones de la ecuacién BBMB
generalizada (48)

e Considerar la aplicacién de técnicas numéricas
para validar y complementar los resultados
tedricos obtenidos con potenciales aplicaciones
alaingenieria es untemarelevante eimportante.

e Lo mencionado anteriormente sera tema de
futuras investigaciones.
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